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Con esta comunicacién pretendo una divulgacién resumida en nuestro entorno
académico de la que fue mi tesis doctoral leida el 22 de diciembre de 1966, en la Uni-
versidad Complutense madrilefia, con médxima calificacion. Considero que mantiene
un especial interés, tanto por mostrar una aportacién en el método matemdtico para
realizarla —la existencia y extension de la dualidad a la programacién no lineal— como
por las particulares conclusiones econdmicas y sus posibles aplicaciones.

En una primera exposicion evitaré, en lo posible, excesivos desarrollos analiticos
que rigurosamente conducen a las conclusiones matematicas. Posteriormente mostra-
ré tales desarrollos resumidos en dos Anexos finales, que concluyen y completan la
exposicion.

Objetivo del trabajo
A) EN CUANTO AL METODO.
Partiendo de las propiedades matemadticas conocidas del programa dual en pro-

gramacion lineal, investigo su extension a la no lineal, donde la existencia de la dua-
lidad y de sus propiedades es desconocida. Su interés econdmico radica en la interpre-
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tacién de sus propiedades en el equilibrio, mds concretamente para nuestro trabajo,
para una imputacién no subjetiva de los costes comunes de procesos y factores en la
produccién multiple conjunta, mediante una atribucion del valor interno de su reque-
rimiento en el programa productivo éptimo.

Considerando que las propiedades matemdticas de la dualidad, en programacion
lineal, debieran l6gicamente ser extensibles a un equilibrio menos restrictivo, hemos
investigado la existencia de la dualidad matemadtica y sus posibles propiedades en una
programacion no lineal, logrando una extension paralela de sus propiedades, y de su
interpretacién econdémica desconocida en un equilibrio mas amplio y general.

B) EN CUANTO A LAS CONCLUSIONES Y SUS APLICACIONES.

En la optimizacién de la funcidn lineal objetivo, con variables condicionadas por
restricciones lineales, la dualidad matemdtica demuestra que existe un programa li-
neal paralelo denominado dual —reflejo del primal- cuyas variables interpretan una
valoracion interna de la participacién de las restricciones en la definicidn del punto
éptimo’. Esta dualidad invierte en el dual el significado de las variables de la funcién
objetivo y de las restricciones que limitan el programa primal. Internamente asume la
existencia en programacion lineal de un punto de silla minimax, en donde confluyen
las dos programaciones lineales primal y dual, pero con opuesta interpretacién. La
primal pretende lograr un minimo condicionado por restricciones lineales en sus va-
riables. La dual muestra la aplicacion 6ptima (mdxima) de los niveles de las restriccio-
nes, fundiéndose ambas soluciones, primal y dual, en un 6ptimo comtn (el punto de
silla minimax).

Las propiedades que se derivan de la dualidad lineal son trasladables a un equi-
librio econémico mds amplio condicionado por restricciones. No todas Is restriccio-
nes o especificaciones participan con igual significado econdémico en el programa
Optimo. Pueden algunas llegar a ser inoperantes totalmente, por no intervenir en la
definicién del programa 6ptimo cuando son satisfechas con holgura. Otras que son
eficaces, actuando como efectivas restricciones, lo son en diferente grado. Precisa-
mente este grado es lo que muestra el programa dual mediante la consideracion de su
comportamiento matemadtico en el entorno proximo al optimo, permitiendo asignar a

1. “Linear Programing and Economic Analysis”. Samuelson, Dorfman y Solow. Mc Graw-Hill (1958).

66



CURSO 2010 - 2011

las restricciones una valoracion matemdtica con interpretacion economica, en aten-
cion a su influencia en el punto de equilibrio del programa 6ptimo.

Si la funcién objetivo es una funcién econdmica (en nuestra aplicacion la funcién
de coste de la produccién multiple con factores comunes) que pretendemos optimizar
(minimizar) sometida a restricciones o especificaciones condicionantes (niveles de
procesos y factores), el 6ptimo primal determina el programa productivo mds conve-
niente. A su vez, el 6ptimo dual informa del valor asignable a cada restriccién en su
participacion en el 6ptimo primal, lo que permite —con criterio no subjetivo (que es lo
habitual), sino interno en el propio equilibrio y exclusivamente econémico— la impu-
tacioén del coste de cada uno de los procesos o factores comunes a cada uno de los
muiltiples productos obtenidos, atendiendo al grado de su participacién en el programa
productivo éptimo.

El dual permite ademds —como consecuencia de tal imputacion de costes— la or-
denacion de los productos obtenidos con un criterio exclusivamente econémico inter-
no, fundado sélo en el equilibrio 6ptimo, y la clasificacion consiguiente de los pro-
ductos obtenidos en principales, subproductos, residuos o “productos libres” en
atencion al coste que el dual les asigné a cada uno de ellos.

El método matematico

Sin pérdida de generalidad alguna, para el mejor seguimiento y comprension,
haremos en la exposicién constantes referencias a la interpretacion del dual en la
produccién multiple y conjunta con participacion de factores o procesos productivos
comunes.

La produccién conjunta puede formalizarse mediante el vector de productos ob-
tenidos X resultado de la transformacién T del vector de niveles de procesos producti-
vos o factores u,

x =T(u)

El vector X pertenece a un espacio n-dimensional coincidente con el nimero de
productos requeridos, mientras que el vector U pertenece a un espacio m-dimensional
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de decisién empresarial, es decir, al de niveles de actividad de los procesos producti-
vos aplicados. La transformacion T formaliza la produccién en el espacio (n,m), inter-
pretando la transformacién productiva u en productos X.

Corresponde al programa u un coste de la produccién (escalar) ¢ = f(u), en don-
de f es una funcion vectorial.

Si u® es el programa Gptimo para el objetivo de produccién X°, con menor cos-
te condicionado por las restricciones, debe cumplir las propiedades del minimo con-
dicionado,

min ¢ = f(u)
T(u) > x°
uz0

Restrinjamos la generalidad de este planteamiento mediante las siguientes hipétesis:

1*. Aditividad de la funcién ¢ respecto a los costes parciales de cada proceso.
También proporcionalidad de tales costes a su nivel de actividad u.

2%. Proporcionalidad de la productividad de cada proceso a su nivel de actividad.

De la primera hipétesis deriva la linealidad en 1a funcién f. De la segunda, deriva
la transformacién T(u) en el producto A.u, en donde A es una matriz (n,m) cuyas
columnas son vectores transformados, en el espacio de X, de los vectores productivos,
en el espacio de u. Entonces u® es solucién de la programacion, de naturaleza lineal,

min ¢ =c¢°.u
A.u>x°

u=0

en donde ¢° es un vector cuyas componentes son los costes unitarios de los pro-
cesos activos empleados en el programa 6ptimo para lograr la produccién requerida.
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A tal programa primal lineal le corresponde el siguiente dual,
max r=Xx°".v
A'.v<c®
vz0
en donde Vv°, solucién del dual, tiene la interpretacién econémica del valor impu-
tado al vector de especificaciones y restricciones X°, en la solucién u® del programa

primal?.

Conviene recordar las propiedades matematicas que relacionan ambos progra-
mas dual y primal’:

a) Los vectores V y X tienen la misma dimensién (7).
b) Es max r = min ¢, o bien, X°".v =¢c°".u.

¢) La componente Vj° del vector V° es nula, si la condicién Xj° se cumplié con
holgura en la solucién primal, en otro caso es un nimero real positivo.

Tales propiedades muestran la aptitud de v° para valorar x°, estimando cuanti-
tativamente la influencia de cada restriccion en el programa 6ptimo. En efecto:

a) Existe una biunivoca correspondencia entre los vectores de valoracién y de
restricciones, v° y x°.

b) El coste total del programa primal €° es exactamente imputado a las restric-
ciones x°.

c) Si la restriccion XJ-° intervino efectivamente en la definicién del programa 6p-
timo primal u°, vj° es un nimero real significativo, siendo nulo en otro caso.

2. “Linear Programing and Economic Analysis”. Samuelson, Dorfman y Solow. Mc Graw-Hill (1958).
3. Vid. Las condiciones de Kuhn y Tucker. Anexo I, pag. 13.
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Dualidad matematica y dualidad econémica

La interpretacién matemadtica de la dualidad —resumida en las propiedades ex-
puestas por Khun y Tucker— se prolonga a la interpretacién econémica del fenémeno
al que nos referimos. En efecto, la solucién productiva determina simultdneamente
dos categorias de variables: una que cuantifica los niveles 6ptimos de los procesos
productivos u, la otra que informa de un sistema de valores o costes imputables a los
productos por su participacion V.

En el equilibrio econémico—6ptimo del sistema— ambas categorias se condicio-
nan mutuamente, de tal modo que la determinacién de una de ellas s6lo tiene sentido
econémico si viene referida a la otra. Asi, en el equilibrio del consumidor las cantida-
des demandadas de bienes se fijan en consideracién a una imputacién de valor a los
mismos implicita en una hipotética funcién de utilidad. En el equilibrio de la produc-
cion, las ofertas de productos estdn en intima relacién con la imputacion de valor in-
terno que supone la fijacion de su coste. La dualidad economica —interpretacion de la
dualidad matematica— permite determinar una categoria de variables conocida la otra.
La reciprocidad entre ambos programas, el primal y el dual, cobra as{ un preciso sen-
tido econémico.

Centrandonos en la formulacién de un programa productivo bajo hipétesis res-
trictivas, sometido a una programacion lineal, la dualidad econdémica se corresponde
estrictamente con la matematica. La resolucién del programa dual imputa y distribuye
el coste total de la produccién conjunta multiple con costes comunes a los diversos
productos obtenidos, de un modo consistente con el programa productivo que es con-
siderado 6ptimo. Conocida la solucién primal, la determinacién del 6ptimo dual no
harfa imprescindible la resolucién de un nuevo programa lineal, pues, considerando la
referida propiedad c¢), debe cumplirse en la desigualdad condicionante

A'.v<ce®
una igualdad estricta
Av=c°,

en donde A" es la submatriz de A" correspondiente a los procesos productivos
con nivel significativo en el programa 6ptimo, y c° es el subvector de costes unitarios

de los mismos. También sabemos nulas las componentes Vj0 que corresponden a las Xj°
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satisfechas en el primal con holgura. Entonces, si la solucién primal no fue degenera-
da, el sistema de ecuaciones expuesto resulta determinado, resolviendo con la inter-
pretacién econdmica ya atribuida la imputacién de los costes de los procesos a los
productos obtenidos, con criterio exclusivamente econémico ajeno a todo posible sub-
jetivismo.

Una generalizacion econémica

Los desarrollos, hasta ahora expuestos, se hallan limitados por aquellas hipétesis
previas establecidas que permiten la inmediata aplicacién econdémica de la conocida
dualidad matemdtica en programacion lineal. Prescindir de la aditividad de la funcién
de coste conjunto —primera de las hip6tesis— supone que el coste total no sea ya una
suma de costes unitarios independientes, y que cada uno ellos pueda verse afectado
por los niveles de actividad de los procesos restantes. Lo cual es frecuente en la pro-
duccién conjunta. Entonces, la funcién del coste total abandona la linealidad, para ser
ahora formalizada as{

¢ = f(u)

Prescindir de la segunda hipétesis, de la proporcionalidad de la productividad a
los respectivos niveles de actividad en cada proceso, supone admitir la influencia de
los restantes niveles de actividad en la productividad de cada uno de ellos. Entonces,
el producto matricial A.u, expresion particular de la transformacion productiva T(u),
toma ahora forma de vector funcional

A(u)

en donde sus componentes aj(u) son funciones vectoriales no negativas que
muestran la productividad del programa u en la obtencién particular del producto X;-

En esta generalizacién sélo se mantienen ya en la programacion las siguientes
limitaciones:

a) La funcién de produccion se limita a considerar un niimero finito de procesos
productivos alejdndose de la funcién de produccién convencional, que admitia la sus-
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titucién continua entre factores con infinitas combinaciones productivas posibles.
Sélo se acepta ahora la posible sustitucién entre procesos productivos.

b) También, a diferencia de la teoria convencional, no se consideran resueltas
previamente las restricciones y limitaciones que afectan a los diversos niveles de la
actividad productiva, restricciones que son incorporadas ahora al modelo.

En tal generalizacién a una programacion no lineal, el programa éptimo u® debe
cumplir ahora las propiedades del minimo condicionado

min ¢ = f(u)
A(u) = x°
ux0
Una generalizacion matematica
La Matemadtica operativa, hasta ahora, ha considerado la existencia de la dualidad
s6lo en la programacion lineal. Ello nos impidia referirnos a una dualidad econdémica

mds general, que aqui investigamos ahora. La dualidad matematica en programacion
lineal se deduce de la simetria formal en U y v que ofrece la expresion de Lagrange,

Lluv)=u'.c°+Vv'(x°-Au)=u’.c°+Vv.x°-Vv'.Au

que refunde ambos programas, primal y dual, en el punto de silla (u°,v°), en un
espacio n + m dimensional.

Tal simetria ya no se existe en la anterior expresion adaptada a la general formu-
lacién de la programacién no lineal

L(u,v) =f(u) + v'[x° - A(u)] = f(u) + v'.x° - v".A(u)
No obstante, siendo l6gica la existencia de una paralela dualidad econémica en

el modelo de programacién no lineal (de la produccién en nuestra aplicacién) similar
a la existente en programacion lineal, ello nos incit6 a investigar previamente, en la
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programacién matematica no lineal, una posible existencia de dualidad no lineal simi-
lar a la lineal. Nuestra investigacion ha alcanzado los siguientes resultados®:

1°. Si la programacion —lineal o no— tiene una solucion determinada, y las fun-
ciones que participan tienen derivada definida en el punto solucion (Uu°,v°), existe el
programa dual, deducido de la simetria bilineal de la expresion de Lagrange corregida,

2°. Es condicion necesaria y suficiente, para que dos programas sean duales
entre si, que las matrices jacobianas de las restricciones de ambos programas sean

transpuestas en el punto éptimo (U°,vV°),

3°. En el programa dual definido no lineal se mantienen las mismas propiedades
del lineal (las propiedades de Kuhn y Tucker), extendiéndose entonces su significado
matemdtico y economico como valores imputados al sistema de restricciones condi-
cionantes”.

La determinacion de los costes imputados en el modelo no lineal

Del sistema condicionante primal se deduce ©

4.Vid. A. Rodriguez. Anexo II, pag. 16.
5. En la dltima notacion utilizada se ha considerado como programacién dual no lineal asociada,
max r=g¢g(Vv)
B(v) < ¢°
v20
6. Vid. Alfonso. Rodriguez. Anexo II citado, pag. 16.
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donde se halla implicito un sistema de ecuaciones, para las componentes signifi-
cativas de u®,

; parau; =0

el cual permite determinar la solucién dual Vv°, y con ello los costes unitarios
imputables a los productos multiples de los procesos activos en la produccién con-
junta.

Resulta inmediato observar como en la programacién lineal el sistema de ecua-
ciones se muestra como una caso particular de ésta otra mas general. En efecto, en la
programacion lineal es

Si el nimero de de procesos activos coincide o es superior al de restricciones
activas —las satisfechas sin holgura— el sistema de ecuaciones resuelve la determina-
cién de v° (la compatibilidad del sistema estd asegurada por la existencia demostrada
de dualidad). Si, por el contrario, el nimero de procesos con nivel de actividad signi-
ficativo fuese inferior al de especificaciones satisfechas —caso muy poco probable— el
sistema de ecuaciones resultaria indeterminado, siendo degenerada la solucién con el
significado de presencia de algunas restricciones que, siendo activas, no son necesa-
rias conjuntamente cuando coinciden con otras restricciones. Una seleccién de la
solucién mas conforme, entre las multiples posibles, se podria fundar en la tendencia
o elasticidad manifestada por cada una de ellas en el entorno préoximo al punto de
equilibrio.

Interpretacion de la ley econémica que rige la imputacion
En el referido sistema de ecuaciones,

;parau; # 0
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explicitemos las ecuaciones existentes entre las componentes de esta expresion
vectorial,

El primer miembro, de cada una de ellas, explica la productividad marginal de la
produccion respecto a cada una de las variables de decision (del nivel de actividad u,
del proceso activo) valorado con el sistema de valores v°. El segundo miembro expre-
sa el coste marginal del programa respecto a la misma variable de decision u,. Enton-
ces, cada ecuacion nos informa de que, en el programa optimo el sistema de valores
imputados a la produccion programada es tal que implica que la productividad mar-
ginal, asi valorada para cada uno de los niveles de actividad de los procesos, exacta-
mente coincide con el correspondiente coste marginal del programa. De otro modo,
que el coste imputado a la produccion marginal, respecto a todos y cada uno de los
niveles de actividad de los procesos, debe ser igual al coste marginal del programa

respecto al correspondiente nivel.

Tal propiedad en el equilibrio econdmico, exigente en la imputacion del coste a
cada producto, determinan la valoracién adecuada para cada especificacion o restric-
cion. La simple intuicion confirmaria la razén de esta exigencia econdmica que ya en
la teoria convencional determina el equilibrio. Pero, contrariamente, ahora es el equi-
librio el que determina la imputacion de los costes comunes, una vez esté definido por
el optimo condicionado.Y es que la dualidad implica —como reiteradamente venimos
manifestando— una simultdnea correspondencia en la definicién de ambas categorias
de variables, la produccién y la imputacién, de tal modo que, conocida la solucién
optima de una de ellas, sea primal o dual, se sigue la necesaria determinacién de la
restante. Tal es la intima significacién de la solucién punto de silla (u°, v°).
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Una observacion respecto a los costes fijos

Hemos de entender que las conclusiones referidas son s6lo oportunas respecto a
la imputacidn de los costes variables comunes a los productos multiples, en la produc-
cién conjunta. Por su propia naturaleza, los costes fijos de los factores o procesos de
produccién, independientes de las cantidades de producto obtenidas, no pueden ser
imputados por un sistema de valoracién deducido del programa dual, pues €ste s6lo
considera argumentos variables. Ello es 16gico, si consideramos que el sistema de
valores que incorpora el dual se funda en una valoracién econdémica de la relacion del
factor o proceso productivo con la produccion, relacion inexistente cuando se refiere
a factores o procesos fijos independientes de cuales sean las cantidades producidas.

La imputacion o atribucion de los costes fijos de la produccién a los diversos
productos multiples obtenidos, a diferencia de los variables, debe ser convencional y
opinatica. Habitualmente relacionada con alguna otra magnitud econémica (el pro-
pio coste total variable, el laboral, el energético, los precios de mercado de los pro-
ductos, etc.) sin otro significado que el de atribucién de cuotas convencionales de
recuperacion de los costes fijos en los costes imputados a los productos. Tal asigna-
cidn, artificiosa en los criterios, carece de un sentido propiamente econémico. Siendo
necesaria e indispensable, en la produccién su colaboracién es indirecta. Son costes
de empresa, naturalmente de empresa productiva. Previamente a la asignacién de los
costes fijos a los productos los costes variables proporcionan un resultado bruto de
la produccion obtenido en los diversos productos obtenidos, pleno de significacién
econdmica para las decisiones que orientan la politica productiva de la empresa. La
posterior asignacion de los costes fijos a los productos desvirtia este sentido. Propor-
cionan la determinacidn de otra magnitud, el beneficio neto de la produccién, infor-
macién econdmica necesaria e indispensable pero s6lo para decisiones empresariales
posteriores.

La clasificacion econémica y la “ordenacion” de la produccion conjunta
La imputacién de los costes comunes en la producciéon multiple conjunta, que

facilita el programa dual, permite una ordenacién de los productos obtenidos con cri-
terio econdémico, basada en el esfuerzo empresarial es exigido para la produccién de
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cada producto. La habitual diferenciacién de la produccién, en productos principales,
secun-darios y residuales, o bien, en productos, subproductos y residuos, realizada
con criterios externos y subjetivos, se funda en una imputacién convencional de los
costes comunes. En esta imputacion econdmica interna Is funcién se invierte. Es la
imputacion de los costes variables la que define la importancia econémica de los di-
versos productos y los clasifica, no lo contrario. El coste asignado a cada producto
supone su valor interno asumido en la programacién productiva. No supone una clasi-
ficacion cualitativa —como la convencional— sino estrictamente cuantitativa permitien-
do la ordenacién de los diversos productos por su estricta participacién econdémica en
la produccién éptima.

Un caso extremo podria ser la obtencién de un producto sin incidencia para la
definicion de la produccién éptima, siendo entonces claramente residual. Sus especi-
ficaciones se cumplen en el primal con holgura. Entonces su valoracién es nula en el
dual. Su coste interno es también nulo, aunque incorporase factores productivos con
coste real. Se podria definir como un producto libre en analogia con el bien libre que
considera la Teoria del consumo. Los restantes productos obtenidos sin holgura en la
programacion tienen siempre la valoracion interna que les asigna el dual, con diferen-
te grado o coste unitario, lo que permite la rigurosa ordenacién interna y econémica
de ellos, superior a cualquier otra clasificacién convencional en productos, subpro-
ductos y residuos.

ANEXO 1

Justificacion de las condiciones de Kuhn y Tucker en el “6ptimo primal
productivo” y extension al no lineal

En la pagina 4 hemos hecho una referencia a las condiciones del programa pri-
mal que demostraron Khun y Tucker (1951)7 en el 6ptimo matemético. Aqui prolon-
gamos su correspondencia con las halladas en la extension hecha por la investigacién
a la programacién no lineal, y a sus interpretaciones matematicas y econdmicas.

7. Kuhn, H.W. y Tucker, A.W. (Directores): “Contributions to the Theorie of Games. “Linear inequalities and
related Systems”. Annals of Mathematical Statistics and Probability. University os California Press, 1951.
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Partamos del programa primal
min ¢ = f(u)
sometido a las condiciones,

A(u) = x°
uz0

donde aceptamos que las funciones son diferenciables y que existe convexidad en
la “regidn factible”.

Definamos el vector de variaciones du, en el éptimo u®, con las siguientes con-
diciones:

a) El subvector du, referido a niveles de actividad no nulos en u°, es
du=0

b) Siendo dA(u) el vector de variaciones de la produccion debidas a du, el sub-
vector SA(uU), correspondiente a especificaciones satisfechas sin holgura, entonces es

8A(u)=0

Tales condiciones determinan las direcciones permisibles de variacion del pro-
grama 6ptimo u° que cumplen las estricciones. En efecto, se sigue de a)

u+du=0

ydeb)
A(u) + dA(u) = x°

Supuesto que las variaciones, representadas du, sean lo suficientemente reduci-

das para no lograr rebasar los margenes de holgura de las especificaciones satisfechas
en u®, convirtiendo los niveles de actividad positivos en negativos.
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Teniendo presente ahora que

y que su signo debe coincidir con el de la variacién no negativa del coste, por su
condicién de minimo en €°, es

Para un du suficientemente reducido, cumpliendo las condiciones a) y b).

Aplicando a esta desigualdad el teorema de Farkas, obtenemos

donde v y W son vectores con componentes no negativos.

También para v subvector de v, siendo nulas las restantes componentes de éste,

o bien,

y también,

y, por udltimo,
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que debe cumplirse para todo du con las condiciones a) y b). En particular, para
los sucesivos vectores en U° con componente du, = 1, y las restantes nulas para cada
u,=0.

Entonces, la desigualdad anterior exige que sea
; parau,=0enu®
Si consideramos ahora vectores du con todas las componentes nulas, salvo la du;
, para cada u; # 0 en u®, la anterior desigualdad debera cumplirse, tanto para du; posi-
tiva como negativa. Ello exige que sea

. o
; parau; #0enu

Son ambas consecuencias las condiciones de Kuhn y Tucker, a las que ahora
hemos dado forma matricial.

Entonces, se deducen para el vector v° las siguientes propiedades:
a) v°y X° tienen las mismas dimensiones (7).

b) €® =x°". v°. En efecto, la integracion de cualquiera de las componentes de la
ecuacion vectorial

;para u, = 0 en u°

conduce a la igualdad
A(u°)’. v° =f(u°)

en donde se anul6 la constante de integracion considerando la naturaleza variable
de los costes en la funcién ¢ = f(u). Inmediatamente se deduce que es

x°. vl =c¢c°

° es nula si la estriccion X2

c) La componente V | J

se cumpli6 con holgura, siendo
no negativa en otro caso.
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Estas tres propiedades habilitan al vector v° como un sistema de valores imputa-
bles a x°, que distribuyen el coste total de la produccién conjunta €° a los n productos
multiples obtenidos. S6lo nos resta comprobar que v° es precisamente la solucién
dual, pues se obtiene del sistema de ecuaciones

; para u; # 0 en u°

ANEXO IT
La dualidad matematica en la programacion no lineal

En la pagina 8 aludiamos a la existencia de un programa dual asociado al primal
en programacién no lineal. Es resultado de la investigacién que ahora resumimos.

Simbolos y notaciones
Utilizamos la siguiente terminologia matricial:
u — vector columna n-dimensional.
V — vector columna m-dimensional.
f(u) — funcién escalar de u.
g(v) — funcién escalar de v.

F(u) — vector columna m-dimensional de funciones de u .
G(v) — vector columna n-dimensional de funciones de v.

— vector columna n-dimensional gradiente VF(u).

— vector columna m-dimensional gradiente Vg(Vv).

— matriz jacobiana m,n-dimensional de F(u).

— matriz jacobiana n,m-dimensional de G(u).

Simbolizamos las transposiciones (") y el punto éptimo (°).
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Hipdtesis previas
* Existencia de una solucion iinica y definida en el programa no lineal, situacion
mds normal. Se excluyen entonces soluciones multiples o imposibles, cuya
consideracién merece un posterior comentario.
* Las funciones cumplen las condiciones analiticas de convexidad, continuidad
y diferenciabilidad necesarias para la existencia de solucién y de los desarro-
llos siguientes.
Teorema
“Toda programacion no lineal se corresponde con otra lineal asociada equivalente”.

Demostracion:

Sea el programa no lineal [1],

min ¢ = f(u)

sometido a las condiciones,

A(u) = x°
uz0

El hiperplano tangente a la hipersuperficie ¢ = f(u), en el punto (u°,c°), estd
definido por la ecuacién

siendo a,

— f(u°)

Por otra parte, los hiperplanos tangentes a las hipersuperficies componentes de
la ecuacién vectorial F(u) = 0 en el punto ptimo u®, si éste pertenece a la hipersuper-
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ficie (restriccion satisfecha sin holgura), o su proyeccion sobre ella por el radio vector,
si no pertenece (restriccion satisfecha con holgura), estan definidos por las componen-
tes de la ecuacion vectorial

u-b=0
siendo b,
- F(u?)
Entonces, el programa lineal asociado [2],
min

condicionado por

es equivalente al programa no lineal [1] en el sentido de definir el mismo 6ptimo u®.

Ello resulta evidente si consideramos que, en el entorno cerrado de u®, los pro-
gramas [1] y [2] tienen igual comportamiento respecto a las variaciones de sus respec-
tivas variables.

Definicion

La anterior propiedad permite definir un programa dual no lineal. En efecto,
siendo el programa dual del lineal [2] asociado al [1], el siguiente programa [3]

max t=b’.v—a

condicionado a
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podemos definir como programa dual del no lineal [1] al programa lineal [3].

Observacion: La reciprocidad de la dualidad en la programacion lineal se extien-
de asi a la no lineal (el dual del primal es primal del dual).

Teorema

“Es condicion necesaria y suficiente para que dos programas no lineales sean
duales entre si, que las funciones objetivo cumplan

f(u®) = g(v°)

y el sistema de restricciones"

Demostracion:

A) La condicion es necesaria:
Directamente deriva de la dualidad de los programas lineales asociados en el
punto de silla (u®, v°) (condicién minimax).

B) La condicién suficiente:

Si se cumplen, los programas asociados son duales. En efecto, sean los pro-
gramas no lineales,

min ¢ = f(u); condicionado por F(u)20yu=0
max t = g(v); condicionado por G(v)20yv20
con programas lineales asociados,

min ; condicionado por uxb,ux>0

.. oG
max ; condicionado por > ve,vx>0

i
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siendo,

a= u—f(u°) vy u— F(u°)

og
d=‘—v°— ve)=0 vo— G(v°
SoeVmav)=0 y (vo)

Para que ambos programas sean duales es suficiente que:

1) Las matrices condicionantes sean transpuestas. Asi lo confirma la condicién

2) Deban ser,

‘g
ove

Lo confirman las condiciones de Khun y Tucker en ambos 6ptimos. Para u; = 0
YV # 0, respectivamente en u° y v°, son

y considerando que para los mismos valores U; y V; son nulos F(u®) y G(v°),

también son
vV-G(v®)=e y u—F(u°)=b

3) Debe ser a = d. De las anteriores expresiones se deduce

lo que unido a f(u°) = g(v°) demuestra a = d.

Resulta demostrada asi la dualidad entre las programaciones asociadas y, por
tanto también la de las programaciones primitivas antecedentes.
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Observacion: De ser f(u) y g(v) funciones homogéneas de grado uno —caso
frecuente en las funciones de naturaleza econémica— se cumplirian

og
f(u®) = u® v° :(_v°
(u°) y 9v) =73

siendo preciso, para la condicion necesaria y suficiente de dualidad en la progra-
macién no lineal, solamente que las matrices jacobianas de los programasfueran
transpuestas,

Una consideracion final

La dualidad general asi expuesta se sintetiza en la expresion de Lagrange,

derivada, tanto del programa primal, como del dual, debido a la simetria,

siendo el punto de silla (u°,v°) solucidn, a la vez, de ambos programas duales.
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