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RESUMEN

En el presente discurso se estudia la medicion de la desigualdad econémica,
junto con algunos de sus aspectos actuales. El trabajo se divide en tres partes.
En la primera parte se comentan los dos pilares bésicos de la medicién de la
desigualdad y se presentan varios conceptos econdémicos de actualidad en los que
la medicidn de la desigualdad econémica es el centro. A continuacién se explican
los diferentes tipos de desigualdad y algunas cuestiones relacionadas con el con-
cepto de desigualdad y la unidad de medida.

En la segunda parte se propone un marco conceptual y metodoldgico para
el andlisis de desigualdad en datos econémicos y sociales. Se estudian los instru-
mentos bésicos del andlisis y las regularidades empiricas de las distribuciones
de ingreso y riqueza. A continuacidn se presenta la curva de Lorenz, el orden de
Lorenz y el indice de Gini. Se continda con la contribucién fundamental de At-
kinson (1970), que establece una conexién entre ordenaciones de las funciones de
bienestar, de distribucidn del ingreso, de las curvas de Lorenz y su relacién con
el principio transferencias de Pigou-Dalton, asi como las medidas de desigualdad
asociadas. Se sigue con el planteamiento axiomético de la desigualdad y la mod-
elizacién mediante funciones de distribucién y curvas de Lorenz. Se contintia con
las medidas de desigualdad mds importantes, destacando las medidas de entropia
generalizada y los indices de Theil para finalizar con la medicién de la desigual-
dad categdrica

La tercera parte del discurso se dedica a dos nuevos e importantes campos
de aplicacion de la desigualdad econémica: la econofisica y su aplicacién en
desigualdad y los indicadores multidimensionales. El desarrollo de los diferentes
indicadores multidimensionales se establece a partir de las ideas de Atkinson,
extendidas a mas de una dimensién. Finalmente, se presentan las superficies y los
zonoides de Lorenz, como una extension multidimensional de la curva de Lo-
renz clasica. Los zonoides permiten estudiar la concentracion de varias variables
econdmicas de forma simultdnea, y estudiar posibles ordenaciones estocdsticas en
mas de una dimension.
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Parte I: Introduccion a la Desigualdad Econémica

1.1 Introduccion

El siguiente discurso versara sobre la medicién de la desigualdad econdmica,
junto con algunos de sus aspectos actuales a los que he dedicado buena parte de
mi trabajo investigador.

Me referiré a diversas cuestiones de cardcter tanto empirico como metodo-
l6gico sobre desigualdad econdmica junto con la elaboracién de indices de des-
igualdad multidimensional y zonoides de Lorenz, que son instrumentos dirigidos
a la medicidn del bienestar en una sociedad cuando medimos mas de una variable,
por ejemplo, el ingreso y la riqueza de los individuos que la componen. En este
contexto, hablaré también de una nueva disciplina cientifica con importantes co-
nexiones con determinados aspectos de la desigualdad, que es la econofisica.

La desigualdad ha pasado a convertirse en uno de los temas principales de la
investigacion econdmica actual. Durante parte del siglo XX la investigacion eco-
némica relativa a la distribucion de la riqueza estuvo apenas estudiada, en parte
por el auge de la economia neoclésica, que no consideraba este tema como algo
prioritario (Galbraith, 2016; Cook, 2018).

La situacidn actual es muy diferente, y la importancia de los aspectos relati-
vos a la distribucién y desigualdad del ingreso ha venido confirmada por la conce-
sién de dos recientes premios Nobel de Economia. Me estoy refiriendo a Amartya
Sen en 1998 y Angus Deaton en 2015.

Amartya Sen recibié el premio Nobel por sus importantes contribuciones
relativas a la economia del bienestar, la teoria de la eleccién social y el estudio de
la desigualdad, relacionando los diferentes indices existentes con las funciones de
bienestar, asi como por su definicién de indices de pobreza y otros indicadores de
bienestar, junto con sus investigaciones sobre las hambrunas.

Angus Deaton, centrd parte de sus investigaciones en el estudio de como los

datos sobre el consumo pueden usarse para analizar el bienestar, la pobreza y el
desarrollo econémico.
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A pesar de los importantes avances en este tema y la creciente disponibilidad
de informacidn estadistica sobre datos de ingreso, riqueza, pobreza y otros indi-
cadores de distribucidn, tanto a nivel nacional como mundial (muchos de ellos
disponibles en la base de datos del Banco Mundial) existe un cierto desconoci-
miento de las metodologias y las técnicas de medicién de la desigualdad. Estu-
diaremos cémo medir la desigualdad tanto en una como en mds dimensiones. En
este contexto, el zonoide es un instrumento que permite estudiar la concentracion
de varias variables econémicas simultineamente, asi como las correspondientes
ordenaciones estocdsticas.

s o2

1.2 Los dos pilares de la medicion de la desigualdad

La medicién de la desigualdad econémica se basa en dos pilares fundamen-
tales:

* Por un lado, el llamado “Principio de transferencias de Pigou-Dalton” y
por otro,

* La metodologia que establece cdmo realizar un reparto, haciendo uso de la
bien conocida curva de Lorenz.

El principio de transferencias de Pigou-Dalton (Pigou, 1912; Dalton, 1920),
establece que si se realiza una transferencia de una unidad de ingreso desde un
individuo mads rico a uno mds pobre, la desigualdad en la sociedad debe dismi-
nuir. Este principio se conoce también como principio de transferencias de Robin-
Hood (Arnold, 1987), en honor a este héroe literario que con ayuda de su arco
robaba el dinero a los ricos para ddrselo a los pobres.

Este principio o axioma de transferencias de cardcter normativo, tiene su
enunciado en términos matematicos, el cual es conocido desde principios del siglo
XX. Su prueba y verificacion se basa en la teoria matemdtica de la mayorizacion,
establecida por los grandes matematicos Godrey Harold Hardy, John Edensor Litt-
lewood y George Polya (Hardy, Littlewood, y Polya, 1929, 1959; Marshall, Olkin, y
Arnold, 2011) que caracterizaron este principio en términos de transformaciones de
vectores de ingresos, por medio de matrices doblemente estocdsticas.

18



El cardcter normativo del principio de Pigou-Dalton permite realizar jui-
cios de valor sobre el reparto y la distribucién del ingreso. Estos aspectos sobre
distribucion estan directamente relacionados con el bienestar de la sociedad,
medido en términos de las llamadas funciones de bienestar, de modo que a
mayor valor de la funcién de bienestar, la sociedad gozarda de un menor grado
de desigualdad.

El segundo de los pilares de la medicion de la desigualdad se basa en como
realizar el reparto. La solucién la proporciond el economista Max Otto Lorenz
(Lorenz, 1905) en una importante contribucién, donde introducia la denominada
curva de Lorenz.

Para medir desigualdad en una variable econdmica, dicha variable debe
ser susceptible de ser repartida, y la curva de Lorenz permite conocer como se
realiza este reparto. La solucidén es simple: se ordenan los ingresos de menor a
mayor, se acumulan y se comparan, en términos relativos, con los correspon-
dientes porcentajes de poblacién. La siguiente pregunta se refiere a la cuanti-
ficacion de la desigualdad mediante un indicador, sencillo y facil de calcular y
de interpretar. Esta cuestion fue respondida por el cientifico italiano Corrado
Gini, haciendo uso de drea encerrada entre la curva de Lorenz y la recta de
equidistribucién del ingreso. Tenemos entonces el bien conocido indice de
Gini, medida universalmente aceptada para la medicion de la desigualdad de
ingreso y riqueza.

Finalmente, ;cémo encajan entre si ambos pilares de la desigualdad?. La
respuesta a esta cuestion fue establecida por Kolm (1969) y Atkinson (1970): el
hecho de imponer el principio de transferencias de Pigou-Dalton a una distribu-
cion de ingresos determina la clase de los indices de desigualdad que lo verifican,
y el indice de Gini pertenece a esta clase de indices. Ademas, dichos autores (entre
otras cosas) caracterizaron la clase de indices de desigualdad que verifican esta
equivalencia. En el siguiente discurso veremos cémo se determinan y de qué in-
dices se trata. Necesitaremos de algunas herramientas y de algunos principios de
desigualdad, ademés del de Pigou-Dalton.
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1.3 Desigualdad por todas partes

Con las siguientes palabras, Amartya Sen prologaba la primera de las edi-
ciones del libro “Sobre la Desigualdad Economica” (Sen, 1973) que supuso uno
de los puntos de partida en el tratamiento cientifico de la desigualdad econémica:

“El concepto de desigualdad es, simultdneamente, muy simple y muy comple-
Jjo. A cierto nivel es el mds simple de los conceptos que ha movido a los pueblos
con un atractivo directo no superado por ningin otro. A otro nivel, sin embargo,
es una nocion extremadamente compleja que hace muy problemdticos los juicios
sobre la desigualdad y, por tanto, ha sido objeto de investigacion para los filoso-
fos, los estadisticos, los tedricos de la politica, los socidlogos y los economistas™.

Las palabras de Amartya Sen tienen en la actualidad una especial relevancia,
dado el interés publico que despierta y el desarrollo investigador alcanzado por
el tema.

La desigualdad se estd tratando desde muchos puntos de vista, y estd en el
centro del debate social, politico y econémico. Sélo por citar algunos ejemplos,
hablaré de algunos temas en los que la idea de desigualdad estd presente. En
concreto, comentaremos brevemente cuatro aspectos: los indicadores de pobreza
y exclusion social; la contribucidn de Piketty al estudio de la desigualdad de la
riqueza; desigualdad y riesgos mundiales y algunos nuevos conceptos surgidos a
partir de la idea de desigualdad.

1.3.1 Indicadores de pobreza y exclusion social

Dentro de los indicadores multidimensionales de caracter econémico y social
que han despertado especial interés en los tltimos afios se encuentra el indicador
AROPE.

Se trata de un indicador de cardcter multidimensional, que tiene en cuenta
diversas facetas de la falta de recursos. El indicador o tasa AROPE (siglas de “At
Risk Of Poverty or social Exclusion”) es uno de los indicadores de la estrategia
Europa 2020 de la Unién Europea, definido segtin unos criterios establecidos por
Eurostat.
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Segtin el INE (2016), el indicador AROPE mide el riesgo de pobreza o ex-
clusidn social y se construye con la poblacién que se encuentra bien en riesgo de
pobreza, o con carencia material o con baja intensidad en el empleo. Por tanto, di-
cho indicador combina tres condiciones de diferente naturaleza (donde se debe de
cumplir al menos una de las tres), cuyas referencias temporales y espaciales son
diferentes. El interés actual de este tipo de indicadores compuestos es indudable.

1.3.2 La desigualdad de la riqueza segin Piketty

El bestseller econémico “El Capital en el Siglo XXI” del profesor Thomas
Piketty (Piketty, 2014), ha supuesto un interés de la sociedad por las investigacio-
nes académicas acerca de la desigualdad a nivel mundial con datos histéricos. En
dicho libro, Piketty establece que, los sistemas capitalistas tienden a aumentar las
desigualdades de renta y sobre todo de riqueza. El punto de partida de esta inves-
tigacidn es la ya conocida desigualdad,

r>g

que establece que en un sistema capitalista, la tasa de rendimiento de la ri-
queza financiera (el capital en la terminologia de Piketty) crecerd por encima
de la tasa de crecimiento de la economia, dada por g (una critica a esta hipdtesis
puede verse en Mankiw, 2015). Esta hipdtesis viene fundamentada por una am-
plia base de datos sobre la distribucién de la riqueza a partir de datos fiscales de
algunos paises como Francia, Reino Unido, Estados Unidos, Canada, Suecia etc.
Piketty considera el aumento de la ratio capital-renta K/Y a que el crecimiento
de la economia es més lento que el de los rendimientos de capital. La propuesta
de Piketty a este hecho es radical y cuanto menos controvertida y consiste en “un
impuesto global progresivo sobre el capital”. Un acertado comentario acerca de
las tesis de Piketty puede encontrarse en Galbraith (2014).

1.3.3 Desigualdad y riesgos mundiales
El “World Economic Forum” en su informe 2017 sobre riesgos mundiales,
alerta sobre la persistencia de la desigualdad mundial y sus consecuencias. Dicho

informe sefiala: “el potencial que tienen las tendencias persistentes a largo plazo,
como la desigualdad y el aumento de la polarizacion social y politica, para exa-
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cerbar los riesgos asociados con, por ejemplo, la debilidad de la recuperacion
econdomica y la velocidad del cambio tecnologico”.

En este sentido de los cinco desafios a los que el mundo se enfrenta segiin
el World Economic Forum, dos se encuentran en la categoria econdmica. Los
participantes de la encuesta sobre riesgos mundiales sefialaron que: “el aumento
de los ingresos y la desigualdad en la distribucion de la riqueza”, eran una de
las tendencias mds importantes a la hora de predecir los acontecimientos que se
producirdn en el mundo durante los préximos diez afos. El foro sugiere “la nece-
sidad de revitalizar el crecimiento economico y realizar reformas al capitalismo
de mercado”.

1.3.4 Conceptos surgidos a partir del estudio de la desigualdad

El impacto del concepto de desigualdad en el mundo econémico y académico
es realmente importante.

Existen una diversidad de conceptos y teorias recientes en economia, nacidas
a partir del interés tedrico y empirico por describir aspectos relacionados con el
fendmeno de la desigualdad.

Como primer aspecto, indicar las investigaciones de A. Sen y A. B. Atkinson
(Sen, 1976; Atkinson, 1987) sobre la construccién de los indices de pobreza, cues-
tién intimamente relacionada con el concepto de desigualdad.

A continuacién tenemos la formulacién del indice de desarrollo humano
(IDH) del Programa de las Naciones Unidas para el Desarrollo. Este indicador,
junto con sus variantes mds recientes, nacieron a partir de las investigaciones de
Amartya Sen basadas en la teoria de las capacidades y de la medicién de la po-
breza.

La teoria de la privacion relativa establece una comparacién de la renta de un
individuo en relacién a la de su grupo. Se basa en la teorfa de Runciman (1966) y
fue desarrollada desde un punto econdémico por Yitzhaki (1979), estableciendo la
funcién de satisfaccion y privacion del individuo, y relaciondndola con la de toda
la sociedad a través del indice de Gini.
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El concepto de polarizacion ha adquirido una importante relevancia en el
estudio de la distribucién de la renta. La polarizacién es una medida que indica
el nivel de conflictividad potencial que puede haber en una sociedad (Esteban y
Ray, 1994; Duclos, Esteban y Ray, 2004). El concepto de polaridad y los diferen-
tes indices existentes ya forman parte de muchos de los estudios empiricos sobre
renta y riqueza.

Otro concepto muy relacionado con la desigualdad y que ha despertado
un creciente interés se refiere a la reciente feoria de igualdad de oportunidades
(Roemer, 1998), donde al principio clasico del mérito, se opone la igualdad de
oportunidades en la adquisicién del mérito.

Finalmente, destacar la reciente rama cientifica denominada econofisica,
disciplina que, entre otras cosas, estudia las propiedades de la distribucién de
renta y riqueza en su conjunto, y a la que haremos referencia en la dltima parte de
este discurso.

1.4 Los diferentes tipos de desigualdad y su medicion

Otro de los aspectos relevantes a la hora del estudio de la desigualdad es el
tipo de desigualdad a la que nos estamos refiriendo.

En su ensayo sobre la desigualdad, Galbraith (2016) distingue hasta seis for-
mas diferentes de desigualdad econémica y social:

* Desigualdad de clase: se refiere a la pertenencia a un grupo. Si bien, en el
pasado su delimitacién era més estricta, en la actualidad se encuentra en
ocasiones presente.

e Desigualdad de rango: se usa para establecer la posicién de un individuo
en algin tipo de escala, social o econémica (éxito, ingresos, poder, etc.)

e Desigualdad de riqueza: describe el valor financiero de los bienes perso-
nales o familiares.

* Desigualdad de renta o ingreso: referida al flujo de ingresos en un periodo
de tiempo.
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* Desigualdad de ciudadania: establece una jerarquia de derechos de acceso
a bienes comunes y protecciones sociales.

* Desigualdad categorica: es un tipo de desigualdad que puede englobar al-
gunos aspectos de las anteriores, y se refiere a la inclusién de los individuos
en los grupos a los que pertenecen, y mide las desigualdades entre esos
grupos, mediante algin tipo de comparacién (si la variable es cardinal,
usando la mediana del grupo, etc.). Dentro de este tipo de desigualdad, nos
encontramos con la desigualdad entre grupos raciales, que viene asociado
con el concepto de segregacion (Duncan y Duncan, 1955; Arnold y Gokha-
le, 2014), la desigualdad de género, etc.

Desde el punto de vista de 1a medicién, cada uno de estos tipos de desigual-
dad requiere el uso de un tipo diferente de medida. La desigualdad asociada a va-
riables cardinales (es decir la desigualdad de ingreso y de riqueza), es la medicion
estdndar usada en economia, haciendo uso de la curva de Lorenz y del indice de
Gini. Sin embargo, las desigualdades de clase, rango, ciudadania y categdricas,
requieren de otro tipo de medidas de desigualdad, de mds reciente implantacién
en economia. Nos referimos precisamente a la medicion de la desigualdad en
variables categéricas. La medicion de estas desigualdades, tan habituales en la
actualidad, requiere de otras metodologias y axiomas, que comentaremos en la
segunda parte de este discurso.

1.5 Algunos aspectos de la desigualdad econémica

La desigualdad econdmica estudia (Black, Hashimzade y Myles, 2017):

“Las diferencias en la distribucion de stocks o flujos de variables econémicas
entre los diferentes agentes de la economia”.

De este modo, la desigualdad en la riqueza, se refiere a la distribucion del
stock total de la riqueza, mientras que la desigualdad de ingreso se refiere a la
distribucion del flujo de ingreso.

Por otro lado, la desigualdad puede surgir entre individuos de un grupo, entre

grupos de una poblacién o bien entre regiones o paises.
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La definicién anterior parece clara, pero existen algunos aspectos adicionales
que necesitamos especificar. En primer término, necesitamos conocer cudl es la
unidad de medida y en segundo lugar cudl es el tipo de variable econémica en
estudio.

El considerar una unidad de medida u otra nos llevard a un concepto diferente
de desigualdad y a resultados bien diferentes. En este contexto, Milanovic (2005)
diferencia entre tres conceptos de desigualdad de ingresos, que vienen asociados
a la unidad de medida.

El primero de ellos se refiere a la desigualdad no ponderada que contempla
cada pafs como una unidad, con independencia del tamafio de su poblacién. En
principio, este concepto puede parecer poco representativo, ya que paises como
Luxemburgo tienen el mismo peso en el indice que paises grandes como China,
que representa un sexto de la poblacién mundial (Decancq y Lugo 2012). Sin
embargo, en un contexto en el que los paises pueden considerarse como unidades
territoriales donde se implementan las mismas politicas de desarrollo a nivel na-
cional (Ravallion, 2004), que ademds se caracterizan como un conjunto de expe-
riencias (Milanovic, 2005), esta concepcion de la desigualdad adquiere una mayor
coherencia y validez.

El segundo de los conceptos representa la desigualdad ponderada. Bajo este
punto de vista se supone que la distribucidn interna de cada pais es totalmente
equitativa, por lo que todos los individuos llevarian asignado el valor nacional
de la variable objeto de estudio. De esta manera el sujeto de andlisis serian los
ciudadanos y no los paises.

El concepto tercero de desigualdad establecido por Milanovic, se refiere a
la desigualdad entre individuos, de modo que todos los individuos (personas o
familias), son tratados por igual. En este caso se tiene en cuenta la distribucion
interna de la variable considerada en cada una de los paises, asi como la existente
entre ellos. Los sujetos del estudio son también los individuos pero considerando
su situacion especifica con respecto a la variable objeto de estudio. No hay duda
de que este enfoque proporciona conclusiones mds realistas sobre la distribucién
de la variable en cuestion. Sin embargo, su cdlculo requiere disponer de datos mas
detallados a nivel individual.
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El siguiente aspecto se refiere al tipo de variable econémica que queremos
estudiar. Como hemos comentado anteriormente, tradicionalmente en economia
s6lo se estudiaban las desigualdades cuyas variables se podian mediar con dinero,
y que fueran de tipo stock o flujo.

Sin embargo, en muchas situaciones estamos interesados en estudiar la des-
igualdad de clase, de rango, de ciudadania o mas en general la desigualdad de una
variable categorica. Existen muchas variables econdmicas de caricter categdrico.
Dentro de este grupo, se encuentran las variables que se miden por medio de
nuestra percepcion, a través de una escala. Existen dos ejemplos de esta situacion:
percepcion del estado de salud y percepcion de la felicidad.

La salud de un individuo se mide por medio de la salud percibida, por medio
de una escala de menor a mayor. Se trata por tanto de una variable de carécter
categérico ordinal. La misma situacién ocurre con la variable felicidad, que es
subjetiva y se vuelve a medir en una escala a través de su percepcion.

La medicion de la desigualdad en este tipo de variables supone un desafio en la
investigacién econdmica actual, y lo comentaré en la segunda parte de este discurso.

1.6 Contenido del discurso

Los diversos temas planteados en esta introduccion son de gran interés empi-
rico y tedrico, y requieren de una metodologia adecuada y rigurosa.

La desigualdad y muchos de sus temas asociados afectan en gran medida a
la percepcion de hechos importantes. Por tanto, es necesaria una reflexién acerca
del significado de estas cifras y del alcance de su significado. La economia ha
realizado un importante esfuerzo en incluir el enfoque normativo en todas sus
reflexiones. Sin embargo, en el debate ptblico, no siempre se tiene en cuenta sus
enseflanzas y esto nos puede llevar a una mala interpretacion de la realidad.

En las partes segunda y tercera del discurso hablaré sobre como medir la
desigualdad y discutiré diversos aspectos de la econofisica y de los indicadores
multidimensionales de desigualdad, que incluyen los zonoides de Lorenz. Termi-
naré con algunas conclusiones.
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Parte II: Cémo Medir la Desigualdad

2.1 Introduccion

En esta parte del discurso hablaremos de los aspectos metodolégicos de la
medicién de la desigualdad. Propondremos un marco conceptual y metodoldgico
para el andlisis de datos de desigualdad. Dicho marco nos permitird una correcta
interpretacién de las diferentes medidas de desigualdad.

2.2 Instrumentos basicos

Comenzaremos introduciendo las funciones de distribucién, de densidad y
de cuantiles.

2.2.1 Funciones de distribucion y de densidad del ingreso

En los origenes de la investigacion sobre desigualdad rara vez se distinguia
entre muestra y poblacion, y la naturaleza de la variable en estudio no estaba en
ocasiones determinada.

En su trabajo pionero Atkinson (1970), hace uso de distribuciones de ingre-
sos correspondientes a variables aleatorias de tipo continuo, mientras que Sen
(1973) utiliza variables aleatorias de naturaleza discreta. El uso de variables alea-
torias continuas para representar el ingreso presenta varias ventajas metodologi-
cas. En algunas ocasiones se comienza definiendo los indices desde el punto de
vista muestral (que se puede extender facilmente al caso de variables aleatorias
de naturaleza discreta), para posteriormente considerar la version poblacional. En
otras situaciones el obtener la versién poblacional de una medida a partir de la
versién muestral no resulta evidente.

En este apartado describiremos dos instrumentos bdsicos para el estudio de
la desigualdad en términos de poblaciones de caracter continuo. Realizaremos la
discusion en términos de ingreso y lo representamos por medio de una variable
aleatoria X con funcién de distribucién F (x). Dicha funcién de distribucion viene
definida por,
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F(x)=Pr(X <x)

que representa el porcentaje de individuos (que pueden ser personas, hoga-
res, regiones, etc.) con ingresos menores o iguales que x , y por tanto x es la unidad
de observacion.

A partir de un conjunto de datos xj,...,x, la versién muestral de F(x) consti-
tuye la funcién de distribucién empirica.

Si suponemos que F(x) es continua y diferenciable, obtenemos la funcién de
densidad f (x) de X por medio de la derivada de la funcién de distribucion. La fun-
cioén de densidad es la versidn poblacional del histograma, de modo que,

Pri{x;-4 <X <x)
&xj

f(x) =

donde Axj=x;-x;.i. Un inconveniente del histograma es su variabilidad cuando
elegimos la amplitud de los intervalos. Con objeto de tener una estimacién mds
precisa, se consideran como estimadores de la funcién de densidad los estimadores
tipo nicleo (Silverman, 1986).

Es importante tener en cuenta que los niveles de desigualdad dependen de la
forma de la funcién de densidad. Por tanto, una correcta especificacioén y estima-
cion de las funciones de distribucién y de densidad serd determinante a la hora de
describir los datos de renta y riqueza.

2.2.2 Cuantiles y funcién de cuantiles
Los cuantiles suponen una de las formas mds simples y habituales de descri-
bir una distribucién de ingresos. La idea es ordenar las observaciones de menor

a mayor y considerar grupos de ingresos con el mismo porcentaje de individuos.

Si consideramos grupos del 10 por ciento tenemos los deciles, mientras que
si los grupos son del 20 por ciento tenemos los quintiles.

En términos poblacionales, la funcidén que define los cuantiles viene defi-
nida por,
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X(p)=F'(p), 0<p<1

mediante la cual se obtiene el valor del ingreso que deja a la izquierda el por
ciento del total de los datos.

La correspondiente representacion grafica de la funcién de cuantiles empiri-
ca se conoce en el dmbito de desigualdad como “cabalgata de Pen”.

Los cuantiles se usan en ocasiones en el estudio de ingresos para definir cla-
ses sociales. De este modo los individuos pobres se encuentran en el cuantil 10, es
decir su ingreso estd por debajo del cuantil 10, y los ricos en el cuantil 90.

Los cocientes de cuantiles, son habitualmente utilizados como medidas de
desigualdad, y presentan la propiedad de no depender de la unidad monetaria.

Por ejemplo, si consideramos la distribucion de la renta en términos de de-
ciles, podemos considerar tres cantidades que miden la desigualdad en términos
de clase. La cantidad X(90)/X(10) describe las veces que el percentil 90 contiene
al percentil 10, y puede ser interpretada como una medida de desigualdad sin
tener en cuenta los valores extremos y que mide la brecha entre ricos y pobres.
Este indice de desigualdad (también llamado cociente de dispersion de deciles) es
utilizado por el Banco Mundial. De igual forma el cociente X(90)/X(50) describe
la desigualdad entre la clase media y la alta, mientras que X(50)/X(10) puede
interpretarse como la privacion relativa de las clases bajas respecto las medias
(Galbraith, 2016). Piketty (2014) hace un uso intensivo de estas cantidades para el
andlisis de la desigualdad de la riqueza.

Si ahora definimos la distribucién de la renta en términos de quintiles, po-
demos considerar el indicador cociente X(80)/X(20), usado por Eurostat como
indicador de desigualdad del ingreso.

Los cocientes de cuantiles son muy usados como medidas de desigualdad, en
parte por su facilidad de célculo. Igualmente se interpretan ficilmente en términos
de desigualdad categdrica como acabamos de ver. Sin embargo, estas medidas co-
cientes presentan el inconveniente de ser insensibles frente a transferencias en de-
terminados tramos de renta y por tanto no verifican el principio de transferencia.
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2.3 Regularidades empiricas en distribuciones de renta y riqueza

Las regularidades empiricas en las distribuciones de renta y de riqueza han
sido descritas en la literatura econdmica.

Se observan principalmente dos tipos de regularidades: el cardcter asimétrico
de la distribucién y las colas pesadas.

Con objeto de ilustrar estas dos regularidades, consideramos la distribucién
de los ingresos equivalentes por hogar en Austria, recopilados por el EU-SILC
(European Union Statistics on Income and Living Conditions) correspondientes
a 58.654 observaciones, y disponibles dentro del paquete “eusilcP”, del software
estadistico R. Hay que sefialar que la muestra de datos disponible no se corres-
ponde con total de la muestra, habiéndose prescindido de un porcentaje de los
ingresos extremos. Se ha elegido la muestra de Austria, simplemente por el hecho
de que recoge las caracteristicas tipicas de una distribucién de ingresos.

El histograma de los datos, junto con una estimacion tipo niicleo de la fun-
cion de densidad, aparecen representados en la Figura 2.1.

Se observa en primer lugar una asimetria positiva en la distribucién, que
refleja la falta de equidistribucion en los ingresos. El segundo aspecto a consi-
derar es la cola pesada de la distribucion, que indica la existencia de ingresos
extremos. Este hecho se corresponde con el comportamiento tipo Pareto (o de ley
de potencias) en la cola de la distribucion. La Figura 2.2 muestra la gréfica de la
funcién de distribucién empirica junto con la cabalgata de Pen. Algunas medidas
de desigualdad de los datos aparecen recogidas en la Tabla 2.1. El hecho de que
la muestra no incluya todos los ingresos extremos hace que los valores de algunas
medidas de desigualdad sean mds moderados que lo habitual.
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Frecuencia relativa

Figura 2.1: Histograma y estimacién tipo nicleo de la funcién de densidad,

para los datos de ingresos de Austria.
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Figura 2.2: Funcion de distribucion empirica (ecdf(muestra)) y diagrama de Pen (Pen’s

Parade) de los datos de ingresos de Austria.
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Tabla 2.1: Medidas descriptivas y de desigualdad para los datos de ingresos de Austria.

Medidas Descriptivas y de Desigualdad Indicadores

Ingreso medio 20.160
Ingreso mediano 18.320
Ingreso maximo 179.900
Coeficiente de asimetria 2,57
Coeficiente de curtosis 17,77
Cuantil 10 9.572
Cuantil 25 13.540
Cuantil 75 24.280
Cuantil 90 31.763
X(90)/X(10) 3,32
X(90)/X(50) 1,73
X(50)/X(10) 1,91
Indice de Gini 0,27

2.4 La curva de Lorenz, el orden de Lorenz y el indice de Gini

La curva de Lorenz fue introducida en 1905 por el economista Americano
Max Otto Lorenz, y es un potente e imprescindible instrumento para estudiar la
desigualdad en el ambito del ingreso, riqueza y otras variables econémicas.

Segun el Banco Mundial: “La curva de Lorenz representa los porcentajes
acumulados de renta correspondientes a un porcentaje acumulado de poblacion,
empezando por los individuos o grupos mds pobres”.

La curva de Lorenz se define por puntos (p; ,q; ), donde p; representa la pro-
porcién acumulada de individuos de la poblacién y ¢; la proporcién acumulada
de renta. Si tenemos datos de ingresos individuales, tras ordenarlos de menos a
mayor, la curva de Lorenz se define por medio de los puntos,

[ x!:n+“'+x|:r!) =12 %

(peq1) = (-

L]
n xl:ﬂ: -l- s + xﬁ:?‘l
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para a continuacion interpolarlos linealmente.

La Tabla 2.2 muestra los datos de quintiles de ingresos en Espafia en 2014, y
los correspondientes puntos de la curva de Lorenz.

Tabla 2.2 Datos de quintiles de ingreso en Espafia, 2014 y puntos de la curva de Lorenz.

Fuente: Banco Mundial

Grupo de poblacion Proporcion de Ingreso Di q;
20% mds pobre 5,7% 20% 5,7%
Segundo grupo 11,8% 40% 17,5%

Tercer grupo 17,0% 60% 34,5%
Cuarto grupo 23,6% 80% 58,1%
20% mads rico 41,9% 100% 100,0%

En el caso de variables aleatorias continuas, la curva de Lorenz se define
sobre el cuadrado unidad como,

(FG0), Fay®),

donde F(x) es la funcion de distribucion del ingreso y F(j (x) la distribucién
del primer momento incompleto,

[y ydF (y)

Fiyy(x) = 1 yaF )

es decir, la proporcion del ingreso total que percibe la correspondiente pro-
porcién de la poblacién.

Existe una definicién mds general de la curva de Lorenz que engloba los
casos discreto y continuo. Para ello consideramos la clase £ de las variables alea-
torias no negativas con esperanza finita y positiva. Si definimos la inversa de la
funcién de distribuciéon como,

F'(y) = inf{x: Fy(x) 2 y}
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La curva de Lorenz correspondiente a la variable aleatoria X viene definida
por (Gastwirth, 1971),

1 P
Lx(p) =—f Fy'(y)dy, 0<p<1
.HX W]

donde Uy representa la media de la variable aleatoria X.
2.4.1 El orden de Lorenz

Otra de las principales aplicaciones de las curvas de Lorenz es poder realizar
comparaciones y establecer rankings de distribuciones de menor a mayor igual-
dad. Para ello se define el orden de Lorenz de la siguiente manera. Si X e Y son
dos variables aleatorias pertenecientes a la clase L, se dice que X presenta menor
desigualdad que Y en el sentido de Lorenz y se representa por

X< Y

siy s6lo si

Ly(p) 2 Ly(p),  ¥p€[01]

y se da la desigualdad estricta para algtin valor de p. Como posteriormente
veremos mediante el Teorema de Atkinson (1970), si dos distribuciones de ingre-
sos presentan curvas de Lorenz que no se cortan, entonces pueden ordenarse sin
ambigiiedad en términos de funciones de bienestar que sean simétricas, crecientes
y cuasi-concavas.

El orden de Lorenz permitira establecer un ranking de distribuciones a través
de medidas de desigualdad relativas. Para que exista orden de Lorenz se tiene
que dar una dominacion total entre las dos curvas de Lorenz, que no siempre es
posible. Se trata por tanto de un orden parcial.

El orden de Lorenz equivale a la siguiente condicién (Arnold, 1987; Arnold
y Sarabia, 2018),
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e[o Gl <l )

para toda funcién g (X) continua y convexa, y donde E(U) es el operador
esperanza matemadtica de una variable aleatoria U. En consecuencia, cualquier
funcién continua y convexa tiene asociada un indice de desigualdad que es mond-
tono respecto el orden de Lorenz, y viene definido como,

w0 =(s()

Por ejemplo, es coeficiente de variacion al cuadrado se puede escribir de esta
forma,

2.4.2 El indice de Gini

El indice de Gini es sin lugar a dudas la medida de desigualdad mas popular
y de mds amplia utilizacién en la medicién de la desigualdad, tanto econdmica
como social.

Se trata de un indice relativo que no depende de la unidad monetaria en que
se mide el ingreso, y que por tanto permite realizar comparaciones entre pobla-
ciones de un modo simple. Por otro lado, es un indice compatible con el orden de
Lorenz y que cumple el principio de transferencias de Pigou-Dalton. Su célculo
es sencillo, y se puede calcular a partir de los datos brutos, de los datos agrupados
en intervalos o de los datos definidos en términos de los cuantiles.

Segun la definicién del Banco Mundial: “el indice de Gini mide el drea entre
la curva de Lorenz y la hipotética linea de absoluta igualdad, como un porcentaje
de la mdxima drea bajo la curva de Lorenz”.

El indice de Gini se encuentra entonces entre 0 y 100, de modo que si es
igual a O representa la perfecta igualdad, es decir, todos los individuos perciben
el mismo ingreso, mientras que si es igual a 100 se da la perfecta desigualdad, es
decir, un solo individuo percibe el total del ingreso.
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Analiticamente, el indice de Gini se define, en términos de la poblacion,

como
1

P = Ly(@)ldp = 12 f Le(p)dp

0

6 =2

(]

La Tabla 2.3 muestra el valor del indice de Gini para el ingreso, para una

muestra de ocho paises, de mds a menos igualitario. El pafs mds igualitario en

términos de ingreso es Suecia y donde existen niveles més altos de desigualdad
es en Brasil.

Otra forma alternativa de expresar y calcular el indice de Gini es por medio
de la expresion,

E|X1_X2| 1

G(X) = = ffx—xa‘F:rdFr.
(:I zﬂx zluxﬂ Ul‘] ZF Jc'{ ]} Jfl: 2)

Esto supone comparar todas las parejas de datos de renta, promediarlas y a
continuacién dividirlas por el doble de la media. En consecuencia, se trata de un
indice que es sensible a las transferencias en la parte central de la distribucién.

Sefialaremos a continuacién otras dos caracteristicas de este indice. En pri-
mer lugar, para su cdlculo debemos disponer de informacién primaria, en térmi-
nos de una encuesta o de registros fiscales, o de informacién secundaria descrita
en términos de algtn tipo de cuantiles. Como es habitual, la informacién de en-
cuestas de ingresos es dificil de obtener y la frecuencia de publicacion suele ser,
cuanto menos, superior al afio.

El segundo de los aspectos se refiere a la propiedad de descomponibilidad en
subgrupos de poblacidn. Sefialar que existen dos tipos de descomposiciones: por
factores y por grupos de poblacién.

Supongamos una poblacién dividida en grupos o subpoblaciones. En esta
situacion, la obtencién del indice Gini en toda la poblacién, a partir de la infor-
macién de los indices de Gini de las subpoblaciones no es sencilla, puesto que el
indice de Gini no pertenece a la clase de indices descomponibles aditivamente. En
su descomposicion en términos de subpoblaciones, aparecen diversos componen-
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tes, algunos de los cuales no tienen una facil interpretacion (ver Chotikapanich,
Griffiths y Rao, 2007 y Arnold y Sarabia, 2018). Sin embargo, se trata de un indi-
ce descomponible por factores aditivos. Este tipo de descomposiciones han sido
propuestas por Lerman y Yitzhaki (1985), y dan lugar a una suma de componentes
con tres factores, de facil cdlculo e interpretacion.

Una extension del indice de Gini viene definida por medio de la siguiente
expresion (Donaldson y Weymark 1980; Kakwani, 1980; Yitzhaki (1983),

1
6,00 =1-v@+1) [ (1 -p)" Ly(p)dp
L1}

donde Vv es un pardmetros que indica la aversion a la desigualdad. Si v =1
tenemos el indice de Gini. Si el valor del pardmetro V crece, el efecto es que
damos mads peso a la parte baja de los ingresos, de modo que,

Gy = minimo{X,;}

que es el criterio de desigualdad establecido por Rawls. Esta forma de medir
la desigualdad expresa que el bienestar de la sociedad depende del bienestar del
individuo mds pobre.

Tabla 2.3 Indices de Gini del ingreso para una muestra de
paises del mundo. Fuente: Banco Mundial

Pais y afio Indice de Gini
Suecia (2015) 254
Bélgica (2015) 25.9
Reino Unido (2015) 324
Portugal (2015) 34.0
Espaiia (2015) 34.6
USA (2014) 46.4
México (2014) 48.9
Brasil (2014) 49.5
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2.5 La contribucion de Atkinson (1970)

En esta seccidon presentaremos la contribucién de Atkinson, destacando la
importancia e influencia que ha tenido en las investigaciones posteriores sobre
desigualdad. El trabajo fue publicado en 1970 en el Journal of Economic Theory,
y establece un marco tedrico para la medicion de la desigualdad y un desarrollo
matematico que ha sido el origen de las posteriores metodologias utilizadas en
este campo.

Los elementos del trabajo de Atkinson son: las funciones de bienestar (junto
con la funcion de evaluacion social), la funcidn de distribucién del ingreso, la cur-
va de Lorenz asociada y los criterios de dominacidn estocdstica asociados junto
con el principio de transferencias.

Existen dos contribuciones principales en el trabajo de este autor. La primera
de ellas establece una linea normativa, de modo que los juicios de la desigualdad
se basan en las herramientas cldsicas de la teoria del bienestar (Sen, 2001). El
teorema basico de Atkinson establece que la ordenacion de dos curvas de Lorenz
puede interpretarse como una ordenacién del bienestar de las distribuciones de
ingreso, suponiendo un ingreso fijo, las mismas necesidades y otros supuestos
sobre la funcidon de bienestar, como la cuasi-concavidad.

La segunda contribucién de Atkinson consiste en un procedimiento para con-
vertir de modo univoco las funciones de bienestar en medidas de desigualdad. Esta
correspondencia sirve para definir nuevas medidas de desigualdad y para describir
los juicios de valor implicitos en los indicadores de desigualdad utilizados.

Atkinson establece un paralelismo entre la comparacion de distribuciones de
ingreso y la teoria de decision bajo incertidumbre, establecida por Hadar y Russell
(1969). Segun esta teoria, si queremos clasificar dos funciones de distribucién
correspondientes a dos carteras de valores, haremos uso de la aversion al riesgo
y la dominacidn estocastica de segundo orden. En el mundo de la desigualdad,
la aversion al riesgo se convierte en aversion a la desigualdad, para establecer la
comparacioén entre las dos distribuciones de ingresos.
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A continuacién introducimos los principios de dominacién estocdstica utili-
zados en desigualdad. La variable aleatoria Y; domina a la variable aleatoria Y,
segun el principio estocdstico de primer orden si

Fy 0)2F (y)

para todo valor de y, y con desigualdad estricta para algin valor de y. La
dominacién estocdstica de segundo orden se cumple si

-
[Fo(t) = Fy(0)]dt = 0

L

y con la desigualdad estricta para algin valor de y. La dominacidn estocéstica
de primer orden implica la de segundo orden. Si las dos variables tienen la misma
media, y la variable Y| domina a Y, segin el principio de segundo orden, entonces
Y, presenta mayor concentracion que Y, respecto la media. Indicar que existe un
tercer orden de dominacidn estocdstica, para ordenaciones en el caso que las cur-
vas de Lorenz se corten en m puntos.

El siguiente paso consiste en especificar la clase de funciones de bienestar
aditivas, definidas como

oo

W(y) = [ Uy)dF(y)

i)

donde U'(y) > 0y U”(y) <0, es decir, se trata de una funcién creciente y
(cuasi) concava. La funcién U(-) puede ser vista como una funcién de evaluacion
social, no necesariamente correspondiente a una funcion de utilidad individual. Al
ser la funcion U(-) concava, significa que la funcién W(y) satisface el principio de
aversion a la desigualdad. Si U(0) =0y U’'(z) = k , entonces W(Y) = E (Y), y por
tanto el bienestar social coincide con la renta per cdpita, lo que supone indiferen-
cia a la desigualdad.

El Teorema establecido por Atkinson es el siguiente.
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Teorema. Si F; (y) y F5 (y) son dos funciones de distribucién de ingresos de
tipo continuo con la misma media, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) W(Y;) =2 W(Y,), para toda funcién U(y) tal que U'(y) >0y U”(y) £ 0.

(i) F, (y) se puede obtenerse desde F'; (y) por medio de una serie de trans-
ferencias regresivas.

(ili) Fy (y) domina a F, (y) seglin la dominacién estocdstica de segundo
orden.

(iv) Las curvas de Lorenz cumplen L; (p) = L, (p), para todo p € [0,1].

En relacién a la segunda de las aportaciones, y para la obtencién del co-
rrespondiente indice de desigualdad, consideremos la funcién de bienestar W(X).
A continuacion, se busca el denominado: “ingreso equivalente igualitariamente
distribuido”, que es el ingreso per capita, de modo que si lo tuvieran todos los

individuos de la poblacién proporcionaria el mismo bienestar a toda la sociedad.
Por tanto, dicho ingreso verifica que,

W(X.) = W(X)

y para el célculo del indice tenemos la relacion:

X
X)=1-=—=
Hy

Finalmente, si imponemos la condicién de invarianza de escala en la funcion

de bienestar, llegamos a que el ingreso equivalente igualitariamente distribuido lo
podemos calcular como

n 1/(1=¢)

y por tanto,
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n 1/(1=&)

siezly

n

LX)=1- n(fi“)”“

=1

para el caso € =1. De este modo, si el valor del indice fuese igual a 0,25 signi-
ficaria que el 75 por ciento del valor total de la renta seria necesario para alcanzar
el mismo valor de bienestar, si los ingresos estuviesen igualmente distribuidos.
Los indices de desigualdad anteriores reciben el nombre de indices de desigual-
dad de Atkinson.

Los indices de Atkinson presentan claramente un cardcter normativo, de
modo que al asignar diversos valores al pardmetro &, ponderamos de forma dife-
rente a las diversas partes de la distribucién de los ingresos. El pardmetro £ mide
por tanto el nivel de aversion a la desigualdad. Cuando € aumenta, asignamos mas
peso a las transferencias en la parte baja de la distribucién y menos peso a las
transferencias en la parte alta. El caso limite cuando ¢ — o da lugar al minimo
de los ingresos, que sélo tiene en cuenta las transferencias en la parte baja de la
distribucion (criterios de Rawls). Si € es igual a cero, obtenemos una funcién de
utilidad lineal que ordena las distribuciones segtin la renta total (Atkinson, 1970).

El resultado de Atkinson fue inmediatamente reconocido en el &mbito acadé-
mico, y fue uno de los elementos basicos del libro del premio Nobel de Economia
Amartya Sen publicado en 1973 y dedicado a los principios de la desigualdad
econdmica.

Posteriormente, Dasgupta, Sen y Starrett (1973) generalizaron el resultado

de Atkinson, probando que la funcién W(y) no tenia que ser necesariamente aditi-
va, y que la concavidad de U(y) podia ser relajada.
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Las medidas de desigualdad consideradas por Atkinson, y muchas de las
medidas usadas en la prictica, son de tipo relativo, es decir, se trata de medi-
das normalizadas por la media. Sin embargo, si queremos establecer medidas de
bienestar referidas a una sociedad, tendremos que considerar medidas de caracter
absoluto. Se define entonces la curva de Lorenz generalizada como (Shorrocks,

1983)

p
GLy(p) = uyly(p) = f Fy ' (w)du

0

donde GLx (0) =0y GLx (1) = ux. Si se produce dominacién en estas curvas
se produce un mayor bienestar en la sociedad, entendido como renta media.

Atkinson (1970) establecié un primer resultado haciendo uso de la media
de la distribucidén de renta. Posteriormente Shorrocks (1983), siguiendo las ideas
de Atkinson fue mds alld y relacioné las curvas de Lorenz generalizadas con las
funciones de bienestar y los principios de dominacidn estocéstica.

Teorema. Si F (y) y F, (v) son dos funciones de distribucién de ingresos
de tipo continuo (con medias iguales o distintas), las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) W(Y)zW(Y>), para toda funcién U(y) tal que U'(y) >0y U”(y) £ 0.

(i) F; (y) domina a F,(y) segtin la dominacién estocéstica de segundo or-
den.

(iii) Las curvas de Lorenz generalizadas cumplen GL;(p) = GL,(p), para
todo p € [0,1].

A la hora de comparar dos curvas de Lorenz se suelen producir cruces (espe-
cialmente en los extremos), y esto da lugar a que no se puedan establecer compa-
raciones sin ambigiiedad. En comparaciones internacionales de distribuciones de
ingreso esta situacion es habitual, especialmente entre paises con diferentes nive-
les de desarrollo. Shorrocks y Foster (1987) documentaron que tinicamente un 24
por ciento de comparaciones eran posibles con el orden de Lorenz usando datos
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de Kuznets, si bien en algunas situaciones este porcentaje puede ser superior. Sin
embargo, comparaciones usando la curva de Lorenz generalizada dan lugar a por-
centajes de ordenacién muy superiores (Bishop, Formby y Thistle, 1991; Sarabia
y Pascual, 2001).

2.6 Los axiomas de la desigualdad

Otro planteamiento alternativo para la medicién y obtencién de medidas de
desigualdad es el basado en axiomas. Un axioma o principio de desigualdad es
una propiedad bdsica que deberia de verificar cualquier medida de desigualdad,
tal como vimos para el caso del principio de transferencias de Pigou-Dalton. Pa-
samos a enumerar los principios basicos de desigualdad.

* Principio de transferencias de Pigou-Dalton. Este principio establece que
si se realiza una transferencia de renta de un individuo mds pobre a otro
mads rico, la desigualdad debe aumentar, mientras que si la transferencia se
realiza de uno mads rico a uno mds pobre, la desigualdad debe disminuir,
siempre que no cambie la ordenacién entre los individuos.

e Independencia de escala. Si se multiplican todos los ingresos por un mis-
mo valor, el indice de desigualdad no debe cambiar.

* Principio de poblacion. Este principio establece que la distribucién de la
renta total no deberia depender del nimero de individuos a repartir. Es
decir, si medimos la desigualdad en un conjunto con n personas, y se une a
la poblacién un segundo grupo de 7 con la idéntica distribucion de la renta,
entonces la medida de desigualdad no deberia cambiar.

* Principio de anonimato. Si se produce una reordenacion en la distribucién
de la renta, el valor del indice se deberia de mantener.

* Descomponibilidad por grupos de poblacion. La propiedad de descom-
ponibilidad por grupos de poblacién establece que si la poblacién puede
dividirse en k subpoblaciones en proporciones 7;,, entonces la desigualdad
total se puede escribir como,
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F(X] = Hl:fl* “"ijp].‘ ...,ﬂk,ﬂi, ...,ﬂ.'k)

donde H es una funcién creciente en los primeros k& argumentos, /; son los
indices de desigualdad de cada subpoblacion y u; representan las medias de
las subpoblaciones, coni=1,2 ..., k.

Estos cinco principios bésicos los deberia de cumplir, en principio, toda me-
dida de desigualdad. El indice de Gini verifica los cuatro primeros. Sin embargo,
la desviacién tipica no verifica el principio de independencia de escala. Ocurre 1o
mismo con el indice de desigualdad de Dalton,

1 _
D,(X)=1-1 ™~ 1)
) =1~

71 -1

que tampoco verifica dicho principio. Si consideramos el indice de Dalton escrito
de una manera genérica en términos de la funcién de utilidad,
1
B AT
s U(x)

cumpliria este principio para determinadas elecciones de U(x).

2.7 Modelizacion mediante funciones de distribucion

La modelizacion de las distribuciones de renta y riqueza mediante formas fun-
cionales de tipo paramétrico, es un procedimiento de uso habitual en el andlisis de
la desigualdad. La idea de una forma funcional paramétrica es resumir toda la in-
formacion sobre los datos de ingreso en una funcidn sencilla, que dependa de unos
pocos parametros. Una forma funcional paramétrica se puede especificar mediante
diversas funciones de caracter probabilistico: funciones de distribucién y de densi-
dad, funcién de azar, funcién de elasticidad del ingreso, curva de Lorenz, etc. En
esta seccion nos centraremos en las funciones de densidad y de distribucion.
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Estudiaremos a continuacién tres de las formas funcionales mas utilizadas
definidas por medio de dos pardmetros. Se trata de las distribuciones de Pareto,
lognormal y gamma. A continuacién veremos algunas extensiones importantes
propuestas en la literatura.

2.7.1 Distribucion de Pareto o ley de potencias

La distribucién de Pareto o ley de potencias, fue propuesta por el economista
Vilfredo Pareto en 1896, cuando era profesor en la Universidad de Lausanne.

Esta distribucidn tiene su origen en las investigaciones de Pareto relativas
a la distribucidén de la tierra en Italia. Pareto observo que el 80 por ciento de la
tierra en Italia pertenecia al 20 por ciento de la poblacion. Esta regularidad la
observd en otros paises, y le llevd a enunciar el conocido como principio de
Pareto o ley 80-20. Este principio de Pareto, también llamado ley de escasez del
factor, establece que en muchas ocasiones, el 80 por ciento de los efectos pro-
ceden de un 20 por ciento de las causas. Esto supondria que por ejemplo en un
negocio, el 80 del total de ventas proceden del 20 por ciento de los clientes. Un
estudio detallado de la distribucién de Pareto y de sus extensiones se encuentra
en Arnold (2015).

La funcién de distribucién de la ley de Pareto viene dada por,
[£8

Hﬂ:1—E)J x>0>0

donde o representa el ingreso minimo y o el pardmetro de forma de la distribucion,
también conocido como exponente de Pareto. El indice de Gini viene dado por,

1
Ga) = ——— >1
(@ =51 “

que no depende del pardmetro o, al tratarse de un pardmetro de escala. La funcién
de cuantiles es,

X@p)=c(1-p)Y%, 0=p=1
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mientras que la curva de Lorenz es,

1
Lp)=1-(1-p)a, O0<p<1.

Las curvas de Lorenz de la distribucién de Pareto tienen la propiedad de que
no se cortan, y por tanto se pueden establecer rankings de distribuciones sin ambi-
giiedad. Esto significa que el orden de Lorenz es en este caso un orden completo.
La Figura 2.3 presenta algunas curvas de Lorenz para la distribucién de Pareto.

Figura 2.3: Curvas de Lorenz de la distribucién de Pareto para una seleccion

de valores del pardmetro o.
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La ley de Pareto se denomina también “ley de potencias”, puesto que la fun-
cion de supervivencia se puede representar mediante una potencia con exponente
negativo. La distribucidn de Pareto presenta diversas ventajas practicas. Por ejem-
plo, tenemos que

log(1 - F(x)) = alogo — alogx
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que da lugar a linealidad en escala log-log entre la funcion de supervivencia y los
datos. Esta propiedad se puede usar como un contraste de bondad de ajuste para
las leyes de potencias.

Si en la férmula general hacemos o = 1 , obtenemos la llamada ley de Zipf,
o distribucion tamario-rango, que ha despertado gran interés en geografia, econo-
mia regional y urbana, econofisica, infometria, etc. La ley de Zipf establece que

Pr(X}x}=; x>a

y por tanto tenemos una férmula simple de proporcionalidad entre probabili-
dades segtin tamaio. La ley de Zipf se puede contrastar de forma grafica mediante
la transformacion tamafio-rango (log x,log (1 - F(x))), de modo que si los datos se
adecuan a esta ley, se situardn aproximadamente sobre una linea recta de pendien-
te -1. Si la pendiente de la recta es diferente de -1, entonces los datos se adecuardn
a una ley de potencias, segin la féormula vista mds arriba. La Figura 2.4 presenta
los datos de Forbes para las 500 mayores fortunas a nivel mundial. Se observa una
adecuacidn a una ley de potencias en la mayor parte del rango, con desviaciones
en las mayores fortunas.

Figura 2.4 Diagrama tamafio-rango para los datos de Forbes de las 500 mayores fortunas
mundiales (rank en el rango y size el tamafio).
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2.7.2 La distribucién lognormal

La distribucién lognormal es una de las distribuciones mads utilizadas para
modelizar datos de ingresos y riqueza. Dicha distribucién viene originada por la
conocida como ley de Gibrat o ley de los efectos proporcionales, que establece
que en determinado sectores de la economia, la tasa de crecimiento de una empre-
sa es independiente de su tamafio. La distribucion lognormal tiene otros origenes.
En primer lugar, se puede obtener como limite del producto de un ndmero grande
de variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas, es decir, por me-
dio de la version multiplicativa del teorema central del limite. Por otro lado, se
puede obtener mediante el criterio de maxima entropia, suponiendo conocida la
media y la varianza del logaritmo de la variable.

La funcién de densidad de la distribucién lognormal es,

1 ~1flogx —p :
f{x]-mexp{ E('—“‘a—') }, x>0

que depende de dos pardmetros, | que es un pardmetro de escala y o de forma.
Una de las ventajas de esta distribucion es que muchas de sus propiedades

se pueden obtener de forma analitica. La funcién de cuantiles viene dada por la
expresion,

X(p) =exp(u+o®~'(p)), 0=p=1

mientras que la curva de Lorenz es,

L(p) = ®(d~'(p) — o), 0<p<1

donde ® (z) representa la funcién de distribucién de la distribuciéon normal estan-
darizada. La Figura 2.5 presenta curvas de Lorenz de la distribucién lognormal,
para una seleccién de valores del pardmetro o.
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El indice de Gini es,

G(o) = zm(i) =1
V2
La distribucién lognormal tiene una relaciéon muy sencilla con la distribucién
normal. Las curvas de Lorenz, al igual que en caso de Pareto, no se cortan, por
lo que el orden de Lorenz es un orden completo y es posible establecer rankings
entre distribuciones sin ambigiiedad.

Figura 2.5: Curvas de Lorenz de la distribucién lognormal para una seleccién

de valores del pardmetro O.
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2.7.3 La distribucion gamma

La distribucién gamma viene definida en términos de la funcién de densidad
como

xt.r—‘lE—-x;"A

W, r>0.

flria.l)=
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El parametro A es un parametro de escala, mientras que o es un parimetro
de forma. El uso de tal distribucién en el contexto del anélisis de desigualdad
ha sido establecido por Salem y Mouth (1974). Si hacemos a=1 en la funcién
de densidad gamma, obtenemos la distribucién exponencial, cuya funcién de
densidad es,

e~*/4
P

x>0

flGA) =

La distribucién exponencial ha sido utilizada por algunos autores para la modeli-
zacion de un tramo de la distribucién de datos de ingreso y riqueza.

2.7.4 Otras familias de distribuciones de ingresos

Las propuestas anteriores se pueden englobar en la llamada familia ge-
neralizada de distribuciones de ingreso, propuesta por James B. McDonald y
publicada en la revista Econometrica en 1984 (McDonald, 1984). Dicha familia
engloba tres tipos de distribuciones: la distribucién gamma generalizada (que
incluye a las distribuciones exponencial y gamma), la distribucion generalizada
beta de primera especie (que tiene soporte acotado y que incluye a la distribu-
cién beta clasica) y la distribucién generalizada beta de segunda especie (que
incluye a las distribucién de Pareto y lognormal, esta dltima como caso limite).
Estas tres familias se conocen con las siglas GG, GB1 y GB2, respectivamen-
te. La subfamilia GB2 engloba la mayor parte de las distribuciones utilizadas
en el estudio de renta y riqueza. Las diferentes familias de distribuciones que
componen la GB2 forman un arbol de distribuciones anidadas, con cuatro, tres
y dos pardmetros. Esto permite estudiar la adecuacién muestral de los diferentes
modelos mediante contrastes de hipétesis, y elegir la distribucién de ingresos
Optima que mds se adecua a los datos.

2.7.5 Sobre la eleccién de la forma funcional
Segin hemos visto, disponemos de diversas propuestas de familias para mo-
delizar datos de ingreso. La eleccién de una de estas formas funcionales depende

de la definicién de ingreso que estemos utilizando, asi como de la parte de la dis-
tribucion en la que estemos interesados trabajar.
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Nos fijaremos en las tres distribuciones de dos pardmetros vistas en la sec-
cioén anterior. De este modo, la distribucion de Pareto resulta adecuada para mo-
delizar la parte alta de la distribucién de ingresos. Por otro lado, la distribucién
lognormal es adecuada para ingresos individuales de cardcter homogéneo. Dicha
distribucién se ajusta correctamente en otros contextos, tales como la distribucién
del tamano de las empresas, la distribucion del tamaifio de las ciudades, etc. Fi-
nalmente, la distribucién gamma y el submodelo exponencial, describen correcta-
mente datos en la parte central de la distribucion.

2.8 Modelizacion de la desigualdad mediante curvas de Lorenz

El Teorema de Atkinson (1970) abre el camino a la utilizacién de la curva de
Lorenz como instrumento de comparacién de distribuciones de renta y de riqueza.
Dado que existe una relacién uno a uno (salvo un factor de escala determinado a
partir de la renta media) entre funciones de distribucion y curvas de Lorenz, pode-
mos especificar la distribucién subyacente del ingreso por medio de una curva de
Lorenz de caricter paramétrico. Una de las ventajas de este tipo de especificacion
es que podemos obtener (para muchas distribuciones) las restricciones sobre los
parametros para que se verifique el orden de Lorenz, y por tanto para su contras-
tacion empirica.

En este contexto, Kakwani y Podder (1973) propusieron la familia de curvas,
Lip;a,p) =p%e FO-P),  0<p=<1
mientras que Rasche et al. (1980) la forma funcional
Lpia,p)=[1-1-p)*F, 0=<p<1

Villasefior y Arnold (1989) han establecido la clase de curvas elipticas definida
por

1 : -
L(p;a,b,d) =§|~—{bp+ e) —Jap? +Bp +e?|,0<p <1

52



donde o =b2-4a, f=2be-4d,e=-(a+ b +d+ 1) y se verifican las restriccio-
nes los pardmetros,

a<0e<0d=z2z0a+d=1

Esta familia es muy flexible y el modo de estimarla es directo por medio de
regresion, haciendo uso de la relacion existente entre abscisas y ordenadas en una
elipse. El indice de Gini junto con otras medidas de desigualdad y pobreza pueden
ser obtenidas de forma analitica. La familia ha sido usada e implementada por
investigadores del Banco Mundial para la estimacidn de indices de desigualdad y
de pobreza.

Sarabia, Castillo y Slottje (1999) han propuesto una familia jerdrquica y or-
denada de curvas de Lorenz, que unifica y amplia muchas de las propuestas exis-
tentes. Si comenzamos por una curva inicial Ly (p), podemos considerar la familia
jerarquica de curvas,

Li(p;a) =p®Lo(p), 0=<p<=1
L(pB)=[L,(@)]f, 0<p=s1

Ly(pia, p) = p*[Lo@))F, O0<p<1

donde los pardmetros verifican ciertas restricciones. Una de las ventajas de esta
familia es que sus componentes se pueden ordenar ficilmente en términos de uno
de los parametros, de modo que, por ejemplo

L:I {P; I'.T]} = L1{Piﬂz} sty za, >0

En el trabajo antes citado se propone un procedimiento de estimacién basado
en los puntos de la curva de Lorenz empirica. Los errores estandar de los parame-
tros se pueden obtener ficilmente mediante técnicas bootstrap. Un ejemplo de la
metodologia anterior lo constituye la familia de curvas de Lorenz de Pareto, que
aparece descrita y estudiada en Sarabia, Castillo y Slottje (1999). Otras propues-
tas de formas paramétricas se encuentran en Sarabia (1997) y Sarabia, Castillo y
Slottje (2001).
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2.9 Medidas de desigualdad

Ademads del indice de Gini y de las medidas basadas en cociente de cuantiles,
el catdlogo de medidas de desigualdad es amplio. Sen (1973) clasificé las medidas
de desigualdad en normativas y positivas, dependiendo que empleasen o no algin
concepto de bienestar social en su definicidn, si bien esta clasificacion de medidas
no es estricta. De este modo, Sen estudié en detalle las siguientes medidas de
desigualdad: el rango o campo de variacion, la varianza y el coeficiente de varia-
cion, la desviacion tipica de los logaritmos, el indice de Gini, el indice de Theil,
y los indices de Dalton y de Atkinson. Posteriormente, establecié una detallada
interpretacion de estas medidas en términos del bienestar. Un estudio detallado de
diversas medidas de desigualdad junto con sus propiedades exactas y asintéticas
(es decir, cuando el tamafio de muestra tiende a infinito) puede encontrarse en
Arnold (2015) y Arnold y Sarabia (2018).

2.9.1 Medidas de desigualdad obtenidas a partir de la curva de Lorenz

En este apartado discutiremos dos medidas de desigualdad obtenidas a partir
de la curva de Lorenz y congruentes con el orden de Lorenz.

El indice de Pietra se define como la maxima distancia vertical entre la curva
de Lorenz y la recta de equidistribucion,

P(X) = méxnspgl{fj = Ly(p)}

Este indice ha recibido diversos nombres en la literatura, tales como indice de
Robin Hood, de Hoover, de Schutz, de Ricci y de Lindahl.

Otra forma alternativa de escribir el indice de Pietra es:

donde , que es una funcién continua y convexa, y por tanto se
trata de un indice congruente con la ordenacion de Lorenz. A partir de una mues-
tra de datos de ingreso, dicho indice se puede obtener como
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Sarabia y Jord4 (2014b) han obtenido expresiones analiticas de este indice para
las familias mds importantes de distribuciones de renta y riqueza.

Otro indice definido a partir de la curva de Lorenz y congruente con el orden

inducido, es el indice de Amato. Dicho indice viene definido como la longitud de
la curva de Lorenz. Su expresion analitica es,

400 = | T+ I@)dp

donde Ly (p) es la curva de Lorenz de la variable aleatoria de ingreso X. El indice
de Amato se puede escribir como (Arnold, 2012)

ACX) = E |[VT+ (X /)2

que nuevamente es la media de una funcién convexa. La version muestral del
indice de Amato es,

lo que permite su célculo de una forma sencilla a partir de una muestra de datos
de ingreso.

2.9.2 Indices de Entropia Generalizada e Indices de Theil

En esta seccidn estudiaremos los llamados indices de entropia generalizada y
los indices de Theil, que son casos particulares de los indices de entropia.
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La idea de Theil era desarrollar una fundamentacién tedrica para las medidas
de desigualdad a partir de las medidas de informacién. En primer término necesi-
taba especificar una funcién A(x) que evaluara un suceso a partir de sus probabi-
lidades asociadas. A dicha funcién impuso tres axiomas heredados de la teoria de
la informacién (Theil, 1967; Cowell, 2006):

1. Evaluacion cero de la certidumbre /(1)=0:

2. Evaluacién decreciente de probabilidades. Si p; > p, entonces
h(p;) < h(pz):
3. Aditividad en sucesos independientes: h(p; po) = h(p;) + h(py) .

La tunica funcién continua que verifica estos axiomas es h(p)= — log p. A
continuacion, las propuestas de los indices de desigualdad de Theil se basan en la
proporcién de renta, para finalmente obtener dos medidas:

To(X) = Go(X) = E [og (g)]

también llamada MLD (siglas en inglés de Mean Logarithmic Deviation), junto
con la medida,

Ty(X) = G,(X) = E E]“ﬂ G;)]

Los dos indices previos de desigualdad son casos particulares de la clase de
medidas de entropia generalizada que viene definida por,

1 Xi2
Gﬁ(x]zuﬂi:ﬂ_—l)|g(_{_:) —II. 80,1

Si tomamos el limite cuando O tiende a cero en la expresion anterior, obtene-
mos el indice MLD y para el caso de que 6 tienda a 1, obtenemos el segundo de
los indices propuestos por Theil. El pardmetro 6 controla el peso de las colas, de
modo que si 0> 0 se da mds peso a la cola superior y si 0 <0 a la cola inferior.
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La principal ventaja de los indices de Theil y de entropia generalizada es
que se pueden descomponer a partir de subgrupos de poblacién. Es decir, si un
pais estd formado por dos regiones, norte y sur, entonces a partir de los indices
de Theil (y de entropia) de las regiones norte y sur, podemos conocer el indice de
desigualdad global del pais. La descomposicién de los indices es muy simple, y se
puede interpretar en términos de desigualdad dentro de los grupos (within groups)
y desigualdad entre grupos (between groups).

El siguiente resultado caracteriza a los indices de entropia generalizada en
términos de axiomas (Shorrocks, 1984).

Teorema. Cualquier medida de desigualdad que verifique simultdneamente
los axiomas de:

* Principio de transferencias
* Principio de poblacion
* Independencia de escala

* Descomponibilidad aditiva por grupos de poblacion

debe ser de la forma Gy (X) o de alguna transformacion ordinalmente equi-
valente a Gy (X), donde es un 0 pardmetro real.

Veamos ahora cémo se hace explicita la descomposicién. Supongamos que la
poblacidn (pafs, region o cualquier variable de clase o categdrica) estd subdividida
en k regiones, con pesos p;, de modo que,

Fy(x) = prFi(x) + - + prFie(x)

donde p; =0, ¥¥ ,p; =1, vy E(X,) = y;. Entonces, el indice T; (X) de
Theil se puede escribir como,

k k

M) = ) STyX) + ) sjlog G’)
1

=1 J=1
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donde s; = p; p/y, son las proporciones de renta de cada subpoblacion. Esta
descomposicién se puede interpretar y utilizar en los dos sentidos, es decir, a
partir de la desigualdad en regiones podemos construir la desigualdad total, y la
desigualdad total la podemos descomponer en los componentes de desigualdad
referidos a las regiones.

El resultado es igualmente valido (con diferentes pesos) para los dos indices
de Theil y en general para el indice de entropia generalizado.

Habitualmente, podemos trabajar con la definicién empirica de los indices de
entropia, sin hacer uso de hipdtesis acerca de la poblacién subyacente. Sin embar-
g0, si conocemos la distribucién de la poblacién de ingresos (haciendo uso de al-
gunas de las familias que hemos visto anteriormente), podemos estimar igualmen-
te la desigualdad. Una ventaja de este dltimo método consiste en poder estimar los
indices de entropia de las regiones por medio de informacion parcial o limitada.

2.9.3 Estimacion de la renta mundial con informacion limitada

La siguiente seccién presenta una aplicacién empirica de los indices de en-
tropia generalizada.

Una de las principales ventajas de los indices de entropia generalizada y de
Theil es que permiten obtener la desigualdad de un pais a partir de la de sus regio-
nes, con una minima informacién. Esta propiedad se puede aplicar para estimar
la distribucion de la renta mundial a partir de la renta de las regiones del mundo.

Esta metodologia se puede aplicar usando datos del indice de Gini y del PIB
per cdpita por paises y se basa en los trabajos de Jordd, Sarabia y Prieto (2014) y
Sarabia, Jordd y Trueba (2017).

En una primera etapa se estiman las distribuciones de renta de los paises con
un modelo de dos pardmetros. Dicho modelo corresponde a la clase de distribu-
ciones de Lamé (Sarabia, Jordd y Trueba, 2017) que incluyen pardmetros de
escala y forma. La distribucién permite ajustar datos cero modales y unimodales
y se obtiene mediante un modelo econdmico sencillo. La distribucién se relaciona
con modelos de ingresos habitualmente usadas en la literatura econémica, como
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son las distribuciones de Singh-Maddala y de Dagum, que son casos particulares
de la distribucién GB2.

A continuacién y en una segunda etapa se estima la distribucién de la corres-
pondiente region y la distribucion a nivel mundial. Para ello se hace uso de una
mezcla finita de distribuciones, donde los pesos vienen dados por las proporcio-
nes de poblacion de cada pais o region. Las fuentes de datos se obtienen en las
cuentas nacionales de cada pais (PIB per cépita) en paridad de poder adquisitivo y
el indice de Gini se obtiene por medio de la base de datos World Income Inequa-
lity Database (WIID), pero estandarizada (Solt, 2006). Se trabaja con 127 paises,
que supone el 93 por ciento de la poblacién mundial en 1990, 1995 y 2000. Las
regiones del mundo consideradas son: Asia oriental y Pacifico, Latino América
y Caribe, Sudeste de Asia, Europa occidental norte América y Oceania, Africa
Sub-Sahariana y Europa oriental y Asia central. El modelo se valida mediante
la comparacién con otras distribuciones de similares caracteristicas. La precision
de los modelos se realiza mediante procedimientos “scoring” (Klugman, Panjer y
Willmot, 2012).

Las principales conclusiones son las siguientes (Jordd, Sarabia y Prieto,
2014): se aprecia una reduccién de la desigualdad entre paises derivada de la
convergencia en el ingreso experimentado por algunos de los paises mas poblados
como India y China, que presentaron un crecimiento asombroso de su PIB per
cépita durante el periodo de estudio. Sin embargo, la desigualdad dentro de los
paises aument6 notablemente durante los afios noventa, aunque no lo suficiente
como para eclipsar la mejora en las disparidades entre paises. En consecuencia,
se sugiere una reduccion en la desigualdad global. Sin embargo, los patrones glo-
bales no se pueden extrapolar a todas las regiones que se caracterizan por una
combinacién de experiencias.

2.9.4 Nuevas medidas de desigualdad: el indice de Palma

El indice de Palma es una medida de desigualdad propuesta recientemente
por el economista chileno Gabriel Palma (Palma, 2011), y que ha llamado la aten-
cion del mundo académico. Dicha medida viene definida por medio del cociente
de los ingresos acumulados por el 10 por ciento mds rico de la poblacion y el 40
por ciento mds pobre.
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La eleccién de estos porcentajes de comparacion se debe a que, segin las
estimaciones de Palma, entre los deciles 5 y 9 del ingreso se encuentra aproxi-
madamente la mitad del ingreso total. Esta regularidad observada por Palma se
da, segun sus investigaciones, en una gran variedad de paises y circunstancias: en
paises pobres o ricos, grandes o pequeiios, dictaduras o democracias, con recursos
naturales o sin ellos, etc.

El indice de Palma es una propuesta bien reciente, que recoge aspectos im-
portantes de la desigualdad. Es pronto para decidir su aplicabilidad como medida
estandar de desigualdad.

2.10 Medicion de la desigualdad categoérica

En este tltimo apartado hablaremos sobre la medicién de la desigualdad en
variables de tipo categérico. Se trata de una linea de investigacién muy reciente,
donde se estan produciendo importantes avances.

En la actualidad, hay un acuerdo en que el bienestar de una sociedad debe
tener en cuenta diversas dimensiones, en las que se incluye la renta, educacion,
salud y el nivel de felicidad. El considerar medidas cardinales para la salud y la fe-
licidad es dificil y controvertido. Sin embargo, no es complicado el considerar es-
tas dos variables como variables ordinales, puesto que habitualmente se miden en
una escala de esta naturaleza. Por otro lado, si queremos realizar comparaciones
entre paises y regiones en términos de estas dos variables, necesitamos comparar
las diferentes categorias, y podemos hacer uso de las dominaciones estocasticas
de primer y segundo orden.

Vamos a comenzar considerando variables categéricas de cardcter nominal,
es decir, variables donde no existe una ordenacidn entre las diferentes categorias.
Disponemos entonces de k categorias Cy,...,C; con probabilidades py,...,p;. El
considerar los diferentes momentos, tanto centrales como no centrales, no tiene
significado en variables de tipo categdrico. Una medida de variabilidad para este
tipo de variables viene definida por,

V{X)=ipf(l—m)=l—ipf‘
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La variacién minima se produce cuando alguna de las probabilidades es 1,
y la mdxima cuando p;=1/k , con un valor de V(X) igual a (k-1)/k. Esta medida
de concentracion fue propuesta por Gini (1912) y usada por Goodman y Kruskal
(1954). Otras dos medidas de concentracién son:

Vi(X) = 1 — max;{p;}

k
Vo(X) = —Zp; log p;

=1

Estas tres medidas poseen la propiedad de ser Schur-céncavas, y por tanto
preservan el orden de mayorizacidn, que es equivalente al orden de Lorenz en el
caso de que las distribuciones a comparar tengan la misma dimensién (Marshall,
Olkin y Arnold, 2011).

Las medidas anteriores no caracterizan una distribucién categdrica, en el sen-
tido que pueden tomar el mismo valor para dos variables de tipo categérico con
diferentes distribuciones de probabilidad (Biswas y Mandal, 2010). Para evitar
este inconveniente, Biswas y Mandal (2010) definen las medidas de variabilidad,

Vs(X) = ) pipy(1 = pi = py)

i#]

V(X)) = Z Z PP (1= py = pp = o)

[ETR TN}

que pueden usarse como medidas alternativas de concentracion.

Las siguientes medidas que se presentan a continuacién se usan en el caso de
variables categdricas de tipo ordinal. Abul Naga y Yalcin (2008) han desarrollado
un indice de desigualdad basado en los axiomas de continuidad, invarianza de
escala, normalizacién y aversion a desigualdad extrema en el sentido de Allison y
Foster (2004). Esta medida viene dada por
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E;'-:m[FJc'U)]a = Zfam[FXU)]ﬂ + (k el H"?.}
m—1)(0.5) — (1+ (k —m)(0.5)F) + (k+ 1 —m)

Ix(a, f) = 0

donde m es el indice que define la mediana, Fy (x) es la funcién de distribucion
de la variable y los parametros a y f reflejan los juicios de la sociedad a la hora
de valorar la desigualdad. Por ejemplo, si f es fijo y a tiende a infinito, se asigna
menos peso a la desigualdad por debajo de la mediana. La eleccion de estos dos
pardmetros puede reflejar una amplia variedad de juicios sobre la desigualdad.
Jordd, Lépez-Noval y Sarabia (2018) han probado que, dependiendo de las con-
figuraciones de los pardmetros a y f, el indice anterior puede medir desigualdad
categdrica o bien polaridad.

A partir de un planteamiento axiomdtico, Cowell y Flachaire (2017)
obtienen clases de indices para variables nominales del tipo entropia generalizada.
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Parte II1: Econofisica e Indices Multidimensionales de Desigualdad

3.1 Introduccion

En esta parte del discurso se habla de dos importantes campos de aplicacién
de la desigualdad econémica, y tal como indiqué en la introduccion, han sido y
son parte de mi trabajo investigador. Se trata de la econofisica y de los indicado-
res multidimensionales de desigualdad, en los que se incluyen los zonoides de
Lorenz.

3.2 Econofisica
3.2.1 Introduccion a la Econofisica

El nombre de “econofisica” fue propuesto por el fisico teérico Eugene Stan-
ley y colegas en una conferencia cientifica celebrada en 1995 en Calcuta.

La palabra “econofisica” es un neologismo utilizado originalmente para des-
cribir la fisica de los sistemas complejos y las dindmicas no lineales dentro de los
mercados financieros. La disponibilidad reciente de enormes volimenes de datos
financieros de alta frecuencia, permiti6 a la econofisica el estudio de nuevas pro-
piedades y regularidades empiricas hasta ahora desconocidas. Las metodologias
utilizadas en econofisica proceden tanto de las matemdticas como de la fisica
estadistica.

Podemos definir la econofisica como: “una nueva disciplina cientifica de ca-
rdcter interdisciplinar que ayuda a entender y resolver problemas planteados en
economia, haciendo uso de herramientas y teorias desarrolladas en la fisica y las
matemdticas”.

Desde sus origenes la econofisica estuvo relacionada con los sistemas com-

plejos y con la busqueda de grandes fluctuaciones y sucesos extremos en series fi-
nancieras por medio de las llamadas leyes de potencia. Con alguna excepcion, las
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leyes de potencia tuvieron siempre en la economia cldsica una consideracién muy
marginal, puesto que las principales hipétesis de muchos modelos econdmicos y
econométricos hacen uso de la hipétesis de normalidad. Esto supone que, bajo
dicha hipétesis de normalidad, las grandes desviaciones en los datos son casi im-
posibles. Sin embargo, la econofisica admite modelos y situaciones con grandes
desviaciones (muy por encima de las 3 desviaciones tipicas admitidas por el mo-
delo normal de distribucion) por medio de determinadas leyes de potencias. Este
tipo de modelizacién permite la explicacion de sucesos como los ocurridos en la
crisis financiera de 1987, donde el indice Down Jones se desplomé hasta un 22
por ciento, o la mds reciente crisis de 2008. En este contexto, las modelizaciones
de dependencias financieras haciendo uso de cépulas normales, no tienen sentido.

Durante algin tiempo, y en sus origenes, la econofisica se presentaba tnica-
mente como una ciencia de caricter positivo que proporcionaba una mayor base
empirica para el estudio de determinados patrones y fenémenos econdémicos que
no habian sido estudiados hasta el momento en la economia convencional. Sin
embargo, la econofisica es algo mds profunda tanto en sus planteamientos como
en sus metodologias.

La econofisica se acerca a la economia desde otro punto de vista, aprove-
chando los métodos de la fisica y de las matematicas, y considerando un sistema
econdmico como un sistema adaptativo complejo. De este modo, las economias
son abiertas (lo que supone que existen relaciones entre toda la economia y su
entorno), dindmicas (y por tanto evolucionan presentando una dindmica fuera del
equilibrio que dependerd de las condiciones iniciales y de los hechos pasados, con
un comportamiento no predecible a medio y largo plazo), donde la innovacién es
constante credndose nuevos mercados, tecnologias y nuevas instituciones y donde
se muestran propiedades emergentes y fenémenos de auto-organizacion (Krug-
man, 1997b). Los agentes en econofisica se consideran heterogéneos.

Desde los inicios de los afios 90, las principales aplicaciones de la econofisi-
ca se han centrado, entre otros, en los siguientes aspectos: el estudio de las regula-
ridades y grandes fluctuaciones en datos financieros de alta frecuencia; el estudio
de la distribucion del tamaifio de las ciudades; el analisis de las distribuciones de
renta, riqueza, salarios y beneficios, junto con el estudio de la distribucién del
tamafio de las empresas y en los llamados modelos basados en agentes (Agent
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Based Models). Otros campos relevantes de investigacion lo constituyen la teoria
de juegos dindmicos y las redes complejas (Pereira, da Silva y Pereira, 2017).

Continuaremos el discurso con algunos comentarios relativos al estudio de
la distribucion de renta y riqueza, la teoria de las leyes de potencia aplicadas a
las fluctuaciones en los mercados financieros y otras aplicaciones entre las que se
incluyen la distribucién del tamaiio de las ciudades.

3.2.2 ;Cual es la distribucion de la renta y la riqueza?

La investigacién sobre la distribucién de la renta y la riqueza tiene una larga
historia en economia. Un estudio detallado acerca de los modelos explicativos de
las distribuciones de renta puede encontrarse en Cowell (2011) y Arnold (2015).

Los origenes de esta investigacion se centran en Pareto (1897), donde propo-
ne la distribucion que lleva su nombre (es decir, una ley de potencias en el con-
texto de la econofisica), y que hemos comentado en la segunda parte de este dis-
curso. Las contribuciones de Mandelbrot (1960) y del premio Nobel de economia
Herbert A. Simon (1955) se mueven en este ambito. Mandelbrot (1960) propuso
que la ley de Pareto tnicamente era vélida en la parte alta de la distribucién de in-
gresos. Simon (1955) propuso un modelo estocdstico que explicaba distribuciones
de frecuencias de cardcter asimétrico, en una amplia variedad de contextos socio-
l6gicos, bioldgicos y econdmicos. En particular, este autor consideraba la distri-
bucidn de la frecuencia de palabras en textos escritos en prosa, la distribucién del
tamafio de las ciudades, la distribucién de géneros bioldgicos por el nimero de
especies, la distribucién del ndmero de articulos publicados por cientificos y la
distribucidn de la renta. El modelo que finalmente obtuvo Simon es una variante
de la distribucién de Yule, cuyo comportamiento en la cola coincide con el modelo
propuesto por Pareto. Otros modelos explicativos de la distribucién de la renta
y la riqueza han sido establecidos por Gibrat (1931), que mediante un proceso
estocdstico de cardcter multiplicativo obtiene la distribucién lognormal. Kalecki
(1931) critic6 el modelo lognormal, dado su caricter no estacionario, puesto que
observo que su variabilidad no era constante y crecia con el tiempo. Parker (1999)
obtuvo la distribucién GB2 mediante un modelo neocldsico de optimizacién del
comportamiento de la empresa, para de esta manera predecir la distribucién del
salario de los trabajadores.
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A pesar de la disponibilidad de diversos modelos econdmicos, existen un
nimero no muy extenso de trabajos empiricos con datos de renta y riqueza.

Estos aspectos han sido estudiados en econofisica, entre otros, por Yako-
venko y sus coautores en una serie de trabajos tanto empiricos como teéricos. Los
métodos usados por Yakovenko son diferentes de los habitualmente utilizados en
economia.

En una primera aportacidn, y con datos de ingresos individuales de renta del
Reino Unido y USA durante varios afios (Dragulescu y Yakovenko, 2001), estos
autores concluyen que aproximadamente los ingresos del 95 por ciento de la po-
blacién se explican mediante una distribucién de tipo exponencial. El resto del 5
por ciento de los ingresos mds altos se aproximan correctamente mediante una ley
de Pareto, es decir una ley de potencias. Estos modelos varian de un afio a otro,
pero la conclusidn es la misma si los corregimos (es decir, cambiamos de escala),
por medio de las temperaturas medias de cada afio en el caso de Reino Unido, y
las temperaturas anuales medias de cada estado en el caso de USA.

Con datos de riqueza Yakovenko obtiene conclusiones similares para el caso
del Reino Unido. Indicar que la distribucién de la riqueza no es tan facil de medir
y muchas veces no estd disponible al nivel de desagregacion deseado. En el caso
del Reino Unido estos autores utilizaron los datos proporcionados por the Inland
Revenue a partir de la informacién suministrada por las herencias con carécter
fiscal.

En un trabajo posterior Banerjee, Yakovenko y Di Matteo (2006) obtuvie-
ron conclusiones similares para datos de renta en Australia durante varios afios,
comparando en este caso las distribuciones exponencial, lognormal y gamma. El
modelo exponencial explicaba la distribucién de la renta del 98 por ciento del total
de individuos, con una correccién para las rentas nulas, y haciendo uso de colas de
Pareto. Estos autores sefialan que dichas distribuciones pueden ser mejoradas con
modelos de cardcter mds complejo como es el caso de la distribucién beta gene-
ralizada de segunda especie GB2, ya comentada en la parte segunda del discurso.
Sin embargo, esta clase de distribuciones complican el modelo en términos del
numero de pardmetros, con una ganancia minima en términos de los indicadores
de la bondad de ajuste.
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La teorfa explicativa de los modelos de Yakovenko se basa en una analogia
con la fisica de la materia condensada. La distribucién exponencial, también co-
nocida en fisica como distribucion de Boltzmann-Gibbs, es tipica de variables
fisicas de conservacién como es el caso de la energia. Dragulescu y Yakovenko
(2000) argumentan que el dinero en efectivo se conserva, y por tanto su distribu-
cion de probabilidad debe ser de tipo exponencial, seglin argumentos estdndar de
la fisica de la materia condensada. Este argumento no se aplica a la riqueza, que
puede aumentar o disminuir por si misma, mientras que el dinero s6lo puede ser
transferido de un agente a otro.

Los resultados de Yakovenko han tenido cierto impacto en el campo de la
economia. La revista “Science” dedic6 en el afio 2014 un niimero especial a la
desigualdad econémica, donde se debatieron los diversos avances en este campo,
y en particular en el tema de la distribucion de la renta y la riqueza. Algunas de
las opiniones recogidas en este niimero especial mostraban un cierto excepticismo
respecto a los resultados obtenidos por Yakovenko.

3.2.3 Las leyes de potencia en los mercados financieros

El estudio de las grandes fluctuaciones de las variables financieras constituye
uno de los principales campos de estudio de la econofisica, dentro de la dindmica
de los mercados financieros vistos como sistemas dindmicos complejos.

Las leyes de potencia se ajustan de un modo razonable a los histogramas de
importantes variables que definen los mercados financieros tales como las fluc-
tuaciones de los precios de diversos productos financieros asi como el volumen y
nlimero de transacciones financieras.

Una ley de potencias viene caracterizada por un exponente, y uno de los prin-
cipales descubrimientos en econofisica es que dichos exponentes son bastantes
similares tanto si consideramos diferentes tipos y tamafios de mercados, como si
consideramos diferentes coyunturas econdmicas y aun considerando diferentes
paises. En este contexto, aparece la denominada ley inversa del cubo.

Representamos por p; el precio de una accién en el momento ¢ y por r; el
rendimiento de la accién entre #-At y ¢, es decir, r; = log p; — log p;.a- De acuerdo
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con la ley de potencias, la probabilidad de que el rendimiento en valor absoluto
tenga un valor por encima de x es,

P(lre| > x) ~x7%

donde &, ~ 3. La ecuacidn anterior representa la ley inversa del cubo (Gabaix
et al. 2003). Segun las investigaciones de Gabaix et al. (2003), dicha ley es “uni-
versal” y se cumple para valores de la frecuencia del rendimiento entre un minuto
y un mes, para diferentes tipos de acciones, periodos de tiempo e indices de mer-
cado, admitiéndose variaciones de hasta 80 desviaciones tipicas, lo que explica
muchas de las grandes desviaciones ocurridas en las mayores crisis financieras.

Si ahora consideramos el volumen de transacciones en ¢, se cumple que,
PV, > x) ~x~%v
con € y = 1.5. Para el caso del nimero de transacciones tenemos,
P(N, > x) ~x~%

siendo el valor del exponente Ey ~ 3.4. Finalmente, si consideramos los mayores
agentes en los mercados financieros, los fondos de inversion, en cada afio del pe-
riodo 1961-1999 y para la distribucién del 10 por ciento de los mayores fondos el
valor de mercado S verifica,

P(S>x)~x"%s
donde Eg=1.05+0.08 .

La Tabla 4.1 muestra algunas caracteristicas universales de estos valores fi-
nancieros. En el caso de los fondos de inversion (considerando el 10 por ciento de
los més grandes) se observa un patrén de ley de Zipf, lo que lleva a una falta de
regularidad en media, desviacion tipica e indice de Gini. En el caso de la distri-
bucién de los rendimientos (en valor absoluto) se cumple la ley inversa del cubo
con un indice de Gini de 0.2 lo que parece mostrar una cierta igualdad entre los
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valores absolutos de los fondos. Se observa una mayor concentracién en el caso

del volumen de transacciones, con un valor del indice de Gini de 0.5.

Tabla 3.1: Caracteristicas de variables financieras descritas por las leyes de potencia.

Variable Exponente | Media/Escala De;;'li:incc;én (}2((1}1:1?1
Rendimientos 3 1.5 0.9 0.20
Volumen de transacciones 1.5 3 No existe 0.50
Niimero de transacciones 34 1.4 0.6 0.17
Fondos de Inversion 1 No existe No existe No existe

Fuente: Gabaix et al. (2003) y elaboracién propia.
3.2.4 Otras aplicaciones de la econofisica

La econofisica estudia regularidades empiricas en otros campos de la eco-
nomia. Tal es el caso del estudio de la distribucién del niimero de empresas por
sectores, o la distribucion del tamafio de las ciudades. Las ciudades se conside-
ran en la actualidad como sistemas complejos y su tamafio, escala y forma son
objeto de estudio en muchas disciplinas, incluidas geografia (Krugman, 1997a),
economia urbana, demografia y econofisica. En el caso del tamafio de las ciuda-
des, la ley de Zipf ha sido contrastada usando diferentes escalas y paises. Sara-
bia y Prieto (2009) han propuesto un modelo descriptivo para la modelizacién
del tamafio de las ciudades, con la ventaja de modelizar datos en todo el rango
de la distribucién y no tinicamente en la parte alta de los datos. Esta nueva dis-
tribucién, denomina Pareto estable positiva, incluye a la ley de Zipf como caso
particular. La validez del modelo ha sido contrastada frente a otros modelos
alternativos con datos de los municipios de Espaiia en el periodo comprendido
entre 1998 y 2006.

Otras aplicaciones en econofisica y sistemas no lineales incluyen la distribu-
cién de la deuda a nivel municipal para el periodo 2008-2014 (Prieto y Sarabia,
2017) y la distribucién de fallos en redes eléctricas, en el caso de energia no su-
ministrada, pérdida total de potencia y tiempo de recuperacion (Prieto, Sarabia y
Séez, 2014).
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3.3 Indicadores multidimensionales de desigualdad

Los indicadores multidimensionales son mediciones econdmicas que se en-
cuentran muy presentes en el discurso politico y social actual y que ya forman
parte de la cultura econdmica. Estos indicadores miden diversos aspectos econd-
micos, como por ejemplo el bienestar o diversos aspectos de la pobreza y la exclu-
sién social. El ejemplo mas relevante de este tipo de indicadores lo constituye el
IDH (junto con sus diversas variantes) elaborado por Naciones Unidas, a partir de
la propuesta tedrica de Amartya Sen sobre la teoria de las capacidades.

La literatura econdmica sobre medicién de la desigualdad se ha dedicado
en su mayoria al estudio de indicadores en una sola dimensién. Tal es el caso del
estudio de la desigualdad del ingreso o de la riqueza. La investigacion relativa al
estudio de la desigualdad en indicadores multidimensionales tiene una historia
mads reciente y presenta importantes desafios y aspectos por investigar.

Los origenes de los indicadores multidimensionales se pueden situar en la
medicion del bienestar, como un fenémeno no puramente econémico. Tradicio-
nalmente la desigualdad en el bienestar se asociaba a la desigualdad de ingre-
sos. Bajo esta concepcidn, la desigualdad del bienestar se ha incrementado en
los tultimos siglos. Se podria suponer que el ingreso estd correlacionado de forma
positiva con diversos aspectos del bienestar, tales como la educacién o la salud.
Sin embargo, colocar el crecimiento econémico en el centro del bienestar ofrece
una visién parcial de dicho proceso el cual engloba otras dimensiones no mo-
netarias e igualmente relevantes (Jordd, Trueba y Sarabia, 2014). Segtin el nue-
vo enfoque iniciado por Sen (1985), el bienestar puede considerarse como un
proceso multidimensional (Sen, 1985; Streeten, 1994; Stiglitz, Sen y Fitoussi,
2009), no existiendo razones para suponer que la distribucién de sus componentes
no monetarios evolucione de la misma forma que la del ingreso (Bourguignon y
Morrison, 2002). En este sentido, mientras que las décadas de los ochenta y los
noventa se caracterizaban por un proceso de divergencia en el &mbito econdmico,
la desigualdad del bienestar estaba disminuyendo (Konya, 2008; Martinez, 2012;
McGillivray y Markova, 2010; Jordd, Trueba y Sarabia, 2014).

En consecuencia, la medicién de la desigualdad en el bienestar debe realizarse
desde una perspectiva multidimensional en la que, ademds de considerar los as-
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pectos puramente econdémicos, se consideren otras dimensiones constitutivas del
concepto de bienestar tales como la educacion, la salud o la felicidad. Esto nos lleva
a un interés por los indicadores de tipo multidimensional. Como hemos sefialado
anteriormente, el indice de desarrollo humano, puede considerarse como uno de los
indicadores multidimensionales mds conocidos y utilizados en la actualidad.

A la hora de sintetizar y elaborar una agenda de investigacion en este campo
de los indicadores multidimensionales, parece razonable hacer uso del Teorema
basico de Atkinson, que hemos comentado en la segunda parte. De acuerdo con
dicho Teorema, existen cuatro herramientas fundamentales que nos conducirian a
versiones multidimensionales de los indices de desigualdad. Se trata de:

* Las funciones de bienestar en sus correspondientes versiones multidimen-
sionales, donde ahora debemos considerar simultaneamente los individuos
de la poblacién junto con las diferentes dimensiones del indice. Las correla-
ciones entre las diferentes dimensiones son otro aspecto a tener en cuenta a
la hora de definir estas nuevas funciones de bienestar.

* La funcién de distribucién conjunta multivariante o mutidimensional del
ingreso y de los otros componentes del indice. Una vez especificada esta
funcion, disponemos tanto de las distribuciones marginales como de la es-
tructura de dependencia. En este caso, y de forma equivalente, podemos ha-
cer uso de la cépula asociada a la funcién de distribucién en m dimensiones.

 Las curvas de Lorenz y sus correspondientes versiones multidimensionales,
donde aparecen las superficies y los zonoides de Lorenz.

* Los drdenes estocdsticos asociados al vector multidimensional de compo-
nentes de la desigualdad. Al igual que en una dimensién, tenemos diversas
definiciones alternativas.

Quizds unos de los aspectos caracteristicos mds importantes de los indices
multidimensionales y de sus indicadores de desigualdad es que no tenemos una
Unica alternativa. A la hora de elegir un indicador de desigualdad debemos ser
conscientes de la teoria subyacente utilizada en su construccién y de sus conse-
cuencias normativas.
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En esta seccion comentaremos diversos aspectos relativos a la mediciéon mul-
tidimensional de la desigualdad, a partir de las cuatro herramientas antes descritas.

La discusidn de esta seccidn la realizaremos en términos de la elaboracién de
un indice multidimensional para la medicion del bienestar, y se puede extender a
la elaboracién de otro tipo de indices econdmicos.

3.3.1 Un marco teérico para indices multidimensionales de bienestar

En el siguiente apartado comentaremos un marco de referencia tedrico para
la construccién de un indice multidimensional del bienestar.

Dicha metodologia se basa en Decancq y Lugo (2013), que hacen uso de uno
de los indicadores multidimensionales de bienestar mds utilizados en este &mbito
(ver, por ejemplo Seth, 2013). Una de las ventajas de la metodologia propuesta
es que proporciona las herramientas necesarias para el uso practico y la inter-
pretacién normativa del indicador. Por otro lado, el indice considerado contiene,
como caso particular, muchos de los indices multidimensionales utilizados en la
literatura, como es el caso del IDH.

El procedimiento establece tres etapas: obtencion de los indices agregados de
los individuos por dimensidn, eleccién del pardmetro f para la obtencién de los in-
dices transformados y finamente diversas metodologias alternativas para la eleccién
de los pesos asociados a cada uno de los indices transformados por dimensién.

El indice multidimensional del bienestar se define como,

1/p
-Ff;{-r} = [WI';TI'[xj}Jrj bty o Wru-’rrt(xrn}ﬁ_l ' f+0

lo(x) = l_l I (x; )™

=1
si i=0,conw; =0y :,-"=1 w; = 1.El bienestar se define entonces

como una media ponderada de los indices transformados por dimensién. Son va-
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rios los aspectos a destacar. Blackorby y Donaldson (1982) han proporcionado
una caracterizacion axiomatica de este tipo de indices. Los indices por dimensio-
nes cubren un amplio espectro de posibilidades.

El parametro f3 estd relacionado con la elasticidad de sustitucion entre di-
mensiones y ¢ = L_ Si {i < 1, entonces el indice de bienestar es una funcién
cOncava, que reﬂejatl_la preferencia por un vector igualitario en los indices de las
dimensiones transformadas. Si 3 = 1, se obtiene una media aritmética ponderada
de los indices entre dimensiones. Los indicadores transformados permiten asignar
diversos pesos a las diferentes partes de la distribucién del indice.

El siguiente aspecto a considerar es la interpretacién del peso de las dimen-
sionales entre los indicadores transformados. Este peso puede interpretarse por
medio de un método habitual en microeconomia para entender el tipo de juicio de
valor implicito en el indice.

Se trata de la tasa marginal de sustitucién entre dimensiones definida por:

s, , = 2, O1G) w5 (0, G5\
o1(x;,)" 01(x;,)  wy, I, (x) \1j, ()

La formulacién anterior establece una descomposicion de la tasa marginal en
tres componentes de facil interpretacion. Finalmente, sefialar que Decancq y Lugo
(2013) establecen una detallada revisiéon de metodologias para la asignacién de
los pesos de cada dimension.

3.3.2 Indices multidimensionales basados en funciones de bienestar
Un aspecto fundamental en la elaboracién de los indices de bienestar multidi-
mensionales consiste en la inclusién del grado de correlacion entre dimensiones,
aspecto que no siempre es tenido en cuenta a la hora de elaborar un indice.
Decancq y Lugo (2012) han propuesto indices de desigualdad para datos de

bienestar multidimensionales, basados en funciones de bienestar que agregan a
través de los individuos y de las dimensiones. En general, agregar primero por
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dimensiones resulta mds interesante, puesto que de este modo el indice de des-
igualdad obtenido dependerd de la correlacién entre dimensiones.

Las funciones de bienestar que consideran estos autores son funciones

i . mAXm
e By = Ry

de modo que existen dos posibilidades de agregacién, por dimensiones, y por
individuos

H"I;ljxm(x} s Wmlwrn (g o s W (xm:}l
Wikem (X)) = W, [Wn (x1), ..., Wi (x™)]

Para la especificacion de estas funciones, Decancq y Lugo consideran hasta
un total de nueve propiedades o axiomas relativos a las funciones de bienestar.
Dichos axiomas son: monotonicidad, simetria, normalizacion, separabilidad, se-
parabilidad segiin dependencia del rango, invarianza débil de cociente de escala,
invarianza fuerte de cociente de escala, invarianza débil de traslaciones invarianza
por replicacion y agregacion. Tras imponer estas propiedades o axiomas sobre una
funcién genérica de bienestar, se obtienen dos clases diferentes de funciones. A
continuacién, para obtener los correspondientes indices de desigualdad, se utiliza
la siguiente identidad (al igual que hizo Atkinson en el caso de una dimension)
que relaciona la funcién de bienestar, la matriz de renta que proporciona el mismo
bienestar y el indice de desigualdad multidimensional

M";txm{{l - I(X]Xp:) = Waxm(X)

El primer indice de desigualdad es

p g/ P

i &
[ [}
ym o (sn (I FEEE]
=174 =11\ n 1 1

(T, win(x))"”

x)=1-

74



donde los pesos wj son no negativos y suman uno y r} es el rango del indivi-
duo i en la dimension j. El segundo de los indices es

m @) - (Y | et

(B, win(x)B)' "

IBX)=1-

donde nuevamente los pesos w; son no negativos y suman uno y ri=ri (s) es

el rango del individuo i sobre la base de s.

Dichos indices de desigualdad son generalizaciones multidimensionales de
los indices de Gini generalizados vistos en la parte segunda de este discurso, y
propuestos por Donaldson y Weymark (1980), Kakwani (1980) y Yitzhaki (1983).

3.3.3 Indices multidimensionales basados en la entropia generalizada

La siguiente clase de indices multidimensionales de desigualdad ha sido pro-
puesta por Maasoumi (1986), y se basa en las medidas de entropia generalizada,
ya vistas en la primera parte del discurso. Como hemos visto esta clase de medi-
das contienen muchas de las mds populares medidas de desigualdad (incluyendo
los dos indices propuestos por Theil), y ademds son ordinalmente equivalentes a
la clase de medidas de desigualdad propuesta por Atkinson (1970).

La construccién de los indices que plantea Maasoumi (1986) se realiza me-
diante un procedimiento en dos etapas. En una primera etapa, el individuo viene
representado por medio de una funcién de utilidad en todas las variables. Seguire-
mos la notacién usada por Maasoumi (1986).

La cantidad {Xj;} representa el valor de la variable j = [,2,..., M, para
el individuo i = 1,2,..., N, que puede ser un hogar, regién etc. De este modo
X; =Xy, ....Xipm)' representa la fila i-€sima de la matriz NxM'y Xi=(Xj;, ..., Xy;)’
la correspondiente columna de la matriz.

La funcién resumen o variable agregada que representa el bienestar indi-
vidual se denota por S; = h(X;). La desigualdad relativa del vector agregado de
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individuos (Sy,...,Sy) se mide entonces por medio de la entropia generalizada

N
1 AR
Y=o+ ”.Z i I(}f) - 1]

donde §; =5,/ ). i 5;. ¥ p; ¥ son las proporciones de la poblacion. Los va-

lores limites son,

definida como

N
Ip(S) = ZS log(S:/v:)

N
L4(8) = ) pilog(p/S)

i=1
que corresponden con las propuestas de Theil, en un contexto de desigualdad
entre individuos.

El segundo paso consiste en la eleccion de la utilidad del individuo. Las
posibles utilidades incluyen las funciones CES con elasticidad constante de susti-
tucidn, la clase de funciones Cobb-Douglas, lineales de Leontief, etc. Maasoumi
elige entonces la funcién de agregacion haciendo minima la siguiente medida de
divergencia o informacién esperada entre el S y X,

5 \F
(E) - 1] /BB +1)

Este criterio corresponde a una suma ponderada entre parejas de divergen-
cias, y ha sido propuesto por Burbea y Rao (1982).

M N

Dp(S.X;@) =) a4 'S

=1 i=1

La distribucién S que minimiza la cantidad anterior viene dada por,
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i -1/

. y=F

S; Zﬁjl’”
=1

donde & = & f ¥ . La solucién anterior es una media arménica, que
incluye (como casos particulares o casos limites) a la media geométrica pondera-
da y a las funciones lineales.

Existen varios aspectos a destacar. Si se escribe el exponente como

, el pardmetro o se corresponde nuevamente con una elastici-

dad constante de sustitucién, lo que permite incluir muchas de las funciones de

utilidad antes citadas tales como la CES, Cobb-Douglas (con = 0) y de Leontief,
en el caso lineal.

La clase de indices propuesta por Maasoumi (1986) cumple la propiedad de
descomponibilidad aditiva, al igual que ocurria en el caso de una dimension. Esta
propiedad permite ademds la obtencién de medidas de polaridad (Gigliariano y
Mosler, 2009).

Otra importante propiedad de esta clase de indices es la ordenacién frente
a transferencias progresivas de los atributos. En concreto, si B es una matriz do-
blemente estocdstica (es decir, que tanto por filas como por columnas suma la
unidad) y consideramos la transformacién de caricter progresivo sobre la matriz
original de datos X = BX, entonces,

1,(5) < 1,(5)

para todo valor del pardmetro y y cualquier funcién A(.) creciente y concava

donde §; = h(X;)yS; = h(X,).

Las aplicaciones de esta clase de medidas de desigualdad son diversas. Jord4,
Trueba y Sarabia (2014) han utilizado este indice multidimensional para el estu-
dio de la desigualdad en el marco del desarrollo humano. Estos autores concluyen
que, tanto en las tres dimensiones del desarrollo humano como en indicadores
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compuestos de estas componentes, se ha producido una disminucién de la des-
igualdad a nivel mundial en el periodo de estudio 1980-2011. La descomposicién
de estas medidas en los componentes interregional e intrarregional revelan que la
disminucion de la desigualdad en el bienestar es debida principalmente a la dis-
minucidn de la desigualdad entre regiones.

Maasoumi y Nickelsburg (1988) han construido medidas de bienestar, para
el andlisis de desigualdad en USA. Maasoumi y Zandvakili (1986) han estudiado
la movilidad de renta a corto y medio plazo.

Otra importante aplicacion de este indice multidimensional, ha sido el estu-
dio de la desigualdad y polaridad de las emisiones de gases de efecto invernadero
(GED).

La actividad humana llevada a cabo durante la era industrial ha dado lugar
a un incremento drastico tanto de las emisiones de diéxido de carbono (CO2)
como de otros GEI que, a pesar de estar menos presentes en la atmdsfera, juegan
también un papel importante en la lucha contra el cambio climético. Dado que las
diferencias en los niveles de emisién de GEI entre los paises pueden dificultar la
consolidacién de un acuerdo multilateral sobre cambio climatico, la evidencia de
una disminucién de la desigualdad en las emisiones de GEI podria alentar a los
paises a establecer un compromiso mas ambicioso.

En este contexto, en el trabajo de Remuzgo, Trueba y Sarabia (2016) se ana-
liza la desigualdad en las emisiones de GEI desde una perspectiva multidimen-
sional, considerando las emisiones de CO2, de metano (CH4), de 6xido nitroso
(N20) y de gases fluorados (F-gases) durante el periodo 1990-2011. Para ello,
se utilizan las medidas multidimensionales de entropia generalizada propuestas
por Maasoumi (1986) previamente descritas, las cuales presentan la ventaja de
que pueden ser descompuestas por grupos de poblacidn, segin hemos visto. Los
datos empleados en este andlisis provienen del World Resources Institute (WRI,
2014) y los grupos de paises han sido construidos de acuerdo a la cantidad de
emisiones emitidas por cada uno de ellos a comienzos del periodo. Los resultados
muestran que cuando se otorga un mayor peso a las transferencias de emisiones
entre los paises mds contaminantes y se admite un bajo grado de sustitucion entre
los contaminantes, el descenso de la desigualdad mundial de las emisiones de GEI
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es mayor. Desde el punto de vista de politica ambiental, la Convencién Marco de
Naciones Unidas sobre Cambio Climdtico de 1992 puede ser una de las razones
de la tendencia decreciente de la desigualdad cuando los paises mds contaminan-
tes reciben mds importancia.

Por otro lado, en el dmbito ambiental las negociaciones sobre la reduccién
de emisiones se construyen a través de alianzas de grupos de paises. Por tanto,
ademads de los andlisis de desigualdad, es necesario llevar a cabo estudios de po-
larizacidn que permitan capturar el posible conflicto de intereses inherente a la
propia distribucién de GEL.

En esta linea, y haciendo uso de los indices de entropia, Remuzgo y Trueba
(2017) estudian la polarizacion desde un punto de vista multidimensional consi-
derando los GEI previamente mencionados a través de los indices desarrollados
por Gigliariano y Mosler (2009), los cuales recurren a la descomposicion por gru-
pos de poblacién de las medidas de desigualdad multidimensional propuestas por
Maasoumi (1986). En particular, el andlisis se lleva a cabo dividiendo la muestra
en 4 y 8 grupos de acuerdo al nivel de emisiones de cada pafs en el afio 2011 y
considerando una agrupacion endégena que consiste en minimizar la desigualdad
intrarregional (Davies y Shorrocks, 1989). Los resultados revelan que la mayoria
de los indices de polarizacién mostraron un patrén ligeramente creciente que fue
similar con independencia del nimero de grupos considerados.

3.3.4 Indices de Theil multidimensionales

Si disponemos de un vector aleatorio (X3, ..., X,, ) de dimensidén m, es posible
considerar indices de Theil multidimensionales definiendo,

TI(X) = —-E [mg (x_; X"‘)l

12:m

X, - X Wi )
T’(rnj(x) = E{ .:[ m Ing( 1 rn)}

12-m Myz.m

donde uy5..., es el momento producto de las m componentes.
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Estos indices han sido propuestos por Sarabia, Jordd y Remuzgo (2017) y
cumplen diversas propiedades de interés. En primer lugar poseen las mismas
propiedades de descomponibilidad que en el caso de una dimensién, pero ahora
suponiendo que los datos y las subpoblaciones proceden de un vector de m di-
mensiones.

En el caso de dos dimensiones y de que los datos procedan de un vector log-
normal bidimensional, obtenemos el indice

@ ey _ @Dy OL O
TD (X}"—T-l (x)-"_z_+?+a12

donde 07, representa la covarianza entre los logaritmos de las componentes.
La propiedad de que ambos indices coincidan también se verifica en el caso de la
distribucién lognormal unidimensional. Si las dos dimensiones son independien-
tes, entonces el valor del indice es la suma de los indices marginales.

3.3.5 Otros indices multidimensionales basados en axiomas

Entre los indices multidimensionales basados en axiomas, destacan las clases
de indices propuestas por Tsui (1995, 1999). Este autor considera una serie de
axiomas y una funcién de evaluacién social sobre los individuos de la forma

N M
woo =" (a+b] [
j=1

i=1

De este modo, considera la clase de indices multidimensionales relativos

N
1
I (X)=1 - E_Z

donde r; son los pesos de cada dimension y



Existen algunos inconvenientes de esta metodologia desde el punto de vista
empirico que han sido indicados por Lugo (2005). Estos inconvenientes estan
principalmente relacionados con el significado de los pesos: valor, grado de susti-
tucién, grado de aversion a la desigualdad e interaccidn entre dimensiones.

Bourguignon (1999) ha propuesto un indice multidimensional cuyos pardme-
tros presentan un significado mds claro y una mayor relacién con los criterios de
dominacioén estocdstica multidimensional proporcionados por Kolm (1977). Para
ello, comienza definiendo la funcién de bienestar social,

M afff

S(X) = Z wjxﬁ

i=1

donde a es el grado de aversion a la desigualdad, mientras que el pardmetro
p representa el grado de sustitucién entre atributos. El indice propuesto presenta
la expresion,

1 }-lfh;l [LT:] l”f‘xﬁ}
pX)=1-=
N M i affi

[ i=1 Wil ]

El méximo grado de bienestar social se alcanza en el caso de perfecta igual-
dad, de modo que cada individuo recibe la misma cantidad media por atributo.

3.3.6 Distribuciones multidimensionales e indicadores de desigualdad

A la hora de construir indices de desigualdad multidimensionales, parece
16gico hacer uso de la funcién de distribucién conjunta subyacente de las m di-
mensiones del indice. En este contexto, existen diversas propuestas plausibles
para esta situacion, que tienen en cuenta, tanto las caracteristicas de los datos
marginales, como las correlaciones entre dimensiones.

En primer lugar, existen diversas propuestas de distribuciones multidi-
mensionales, entre las que destacamos la jerarquia de distribuciones de Pareto
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propuesta por Arnold (2015). Una de estas distribuciones se corresponde con la
distribuciéon multivariante de Pareto tipo II, definida por medio de la funcién de
supervivencia multidimensional como,

m =&

i — Hi
PX,>x,.. X =>x,)=|1+ Z (T) ’ X > W

con i =1,..., m. La familia de distribuciones anteriores presenta diversas ven-
tajas. En primer lugar, tanto las distribuciones marginales como las distribuciones
condicionadas son de tipo Pareto. Por otro lado, las funciones de regresién de una
variable sobre el resto son de tipo lineal, mientras que las varianzas condicionadas
son heteroceddsticas, lo que permiten tener en cuenta la heterogeneidad de los datos.

Otra segunda opcidn consiste en hacer uso de la distribucién lognormal mul-
tidimensional, que se obtiene mediante transformaciones monétonas de las distri-
buciones marginales, en una distribucién normal dimensional. Dicha distribucién
cumple,

(log Xy, ..., log X, )" ~N,,, (u, Z),

siendo NV, (4,2) la distribucién normal multidimensional de dimensién m. Un
importante atractivo de la distribucién lognormal, que comparte con la distribu-
cién de Pareto multidimensional, es que tanto las distribuciones marginales como
las distribuciones condicionales son de nuevo del tipo lognormal, al igual que el
caso de la distribucién normal multivariada.

La metodologia para la elaboracion del indice consiste en considerar una
funcién de agregacion para las dimensiones, y a partir de ellas elegir un indice

conveniente de desigualdad.

Como ejemplo de aplicacién, consideramos la distribucién lognormal bidi-
mensional en dos dimensiones, y la funcién de agregacion

A = ax X"
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donde w;, i=1,2 son los pesos asignados a cada dimension. Si consideramos
como medida de desigualdad el indice de Gini, obtenemos el indice de desigual-
dad bidimensional,

G(X) =29 (J% (wia? + wia? + 2W1W2,ﬂ]2ﬂ1ﬂ2]) -1,

donde ® (z) es la funcién de distribucién de la normal estdndar, o?=
var (logX;), i = 1,2y pi,= cor (log Xj, log X»).

Esta metodologia presenta diversas ventajas. En primer lugar, inicamente
tenemos que agregar las diferentes dimensiones del indice. Por otro lado, el indice
tiene en cuenta la estructura de correlacién entre dimensiones a partir del coefi-
ciente de correlacion entre los logaritmos de las variables, y la estimacién de los
parametros del modelo es sencilla, teniendo en cuenta la relacién del modelo con
la distribucién normal. Las propiedades estadisticas del indice no parecen compli-
cadas. La distribucién asintética cuando el tamafio de muestra se hace grande, se
puede obtener por medio de la version multivariante multiplicativa del Teorema
central del limite. Por otro lado, la variabilidad del indice se puede obtener me-
diante técnicas bootstrap paramétricas.

Kmietowicz (1984) utiliz6 la distribucién lognormal bidimensional para mo-
delizar la distribucién conjunta de los ingresos y del tamaiio del hogar. Sin embar-
go, esta distribucién presenta algunas diferencias con el caso normal. Por ejem-
plo, el rango del coeficiente de correlacion es mas limitado (Nalbach-Leniewska,
1979). Este hecho puede hacer perder utilidad practica a esta distribucién. Una al-
ternativa, es hacer uso de la version en términos de distribuciones condicionadas,
de acuerdo con la metodologia propuesta por Arnold, Castillo y Sarabia (1999,
2001), y estudiado en detalle por Sarabia et al. (2007). Usando esta metodologia,
obtenemos nuevas clases de distribuciones lognormales que son mads flexibles,
con correlaciones no limitadas y que incluyen como caso particular al modelo
lognormal multidimensional clasico.
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3.4 Superficies y zonoides de Lorenz

Otra forma alternativa de abordar la medicién multidimensional de la des-
igualdad es por medio de la curva de Lorenz, a partir de una nueva definicién en
mas de una dimension.

Existen en la literatura tres versiones multivariantes de la curva de Lorenz.
Dichas versiones han sido propuestas por Taguchi (1972), Arnold (1987) y Koshe-
voy (1995), y dan lugar a dos tipos de instrumentos metodoldgicos: las superficies
y los zonoides de Lorenz.

3.4.1 Superficies de Lorenz

Las superficies de Lorenz fueron propuestas por Taguchi (1972) y Arnold
(1987). La propuesta de Taguchi presenta algunos inconvenientes, por lo que pre-
sentamos la superficie de Lorenz propuesta por Arnold (1987). Partimos de un
vector aleatorio de dimension m, definido en términos de la funcidn de densidad
o funcién de distribucién multivariante. La superficie de Lorenz viene entonces
dada por,

Xm

1 -
Lx(ut, .,,,Hm} = WJ- ¥i ..,}"mdF(}"l, ,..._}-'m]
ms <0 0

donde

x; = Fgl(uyp), i=12,..,m

y donde se supone que la esperanza de las marginales y el momento del pro-
ducto existen. La expresion anterior constituye una extensioén natural de la curva
de Lorenz en una dimensioén.

La férmula para la superficie de Lorenz, definida en términos de una inte-
gral multiple, puede parecer complicada de evaluar. Sin embargo, existen diver-
sas formas de hacerla manejable. Sarabia y Jorda (2013, 2014a) han considerado
modelizar la funcién de distribucién conjunta de los componentes en términos
de una coépula del tipo Sarmanov-Lee. Dicha cépula tiene una estructura aditiva,
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separable y flexible. De este modo, se obtiene una expresion cerrada en términos
de las curvas de Lorenz de las distribuciones marginales y de las curvas de Lorenz
generalizadas en el sentido de Kakwani (1977). Por otro lado, es posible escribir
el indice de Gini multidimensional como suma de dos componentes que pueden
ser interpretados facilmente en términos de la desigualdad entre grupos y dentro
de los grupos.

Una segunda forma de evaluar la expresion anterior ha sido propuesta por Ar-
nold y Sarabia (2018). En este caso se consideran curvas de Lorenz multidimen-
sionales construidas por medio de mezclas (Sarabia, et al. 2005). De este modo, se
obtienen formas funcionales explicitas y manejables. Ademds, se pueden obtener
expresiones analiticas cerradas para el indice de Gini definido en m dimensiones.

3.4.2 Zonoides de Lorenz

La segunda de las definiciones de curva de Lorenz multivariante hace uso del
concepto geométrico del zonoide de Lorenz, y ha sido propuesta por Koshevoy
(1995) y estudiada por Koshevoy y Mosler (1996). Diversas propiedades de los
zonoides se pueden encontrar en Mosler (2002). Se trata de obtener una definicion
de que no dependa de los estadisticos de orden ni de la funcién de cuantiles en m
dimensiones, puesto que no existe una definicién simple de estos conceptos mas
alld de una dimension.

Es posible una visualizacién del zonoide de Koshevoy en los casos de una y
dos dimensiones.

En el caso de una dimension, la version en la poblacion del zonoide es la re-

gién limitada por la curva de Lorenz L(u) y la curva simétrica respecto la diagonal
L (u) definida por

L{w)=1-L{(1-u), 0=u=1l

En dos dimensiones, el zonoide de Lorenz es la grafica de un conjunto con-
vexo equivalente a un balén de rugby o de futbol Americano, cuyos extremos se
sitdan en los puntos del espacio (0,0,0) y (1,1,1).
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Veamos cémo se obtiene la versiéon muestral del zonoide de Lorez en una
dimension, comparando con la definicién muestral de curva de Lorenz. A partir n
de una muestra de ingresos La curva de Lorenz se calcula como,

7 i
t E': Xy
bl el lir L) e O |, (T ST |

r T
II ;‘= 1 Ij_-n
para lo cual necesitamos ordenar los ingresos, y a continuacion los vamos
acumulando eni=1,2,...,n - 1 grupos.

Si pensamos en las x; como los ingresos de n individuos en una poblacion,
entonces la segunda coordenada de la definicién anterior corresponde a la propor-
cion del ingreso total contabilizado por los individuos con menos ingresos de la
poblacioén.

Una forma alternativa de hacer esta comparacion es la siguiente. Considera-
mos grupos de j =0,1,..., n individuos, y para cada uno de los grupos, calculamos
la proporcién de individuos que suponen en la poblacién, junto con la correspon-
diente proporcion de ingreso acumulado. Tenemos ( j) grupos de j individuos, y un
total de 2" agrupaciones. El zonoide de Lorenz estd formado por el cierre convexo
de todos los puntos formados por cada agrupacién. Esta definicion se extiende a
mads de una dimensién de una forma simple, mediante la expresion

n n n
Y TR M Y 75 oY D=1 AXmg

LZ(X) = = i O0<a <1
n =1 xlj f=1 Imj

Téngase en cuenta que en esta definicién de zonoide no se necesitan ordenar
los ingresos, y se van comparando todos los ingresos acumulados formados por
todos los posibles grupos de individuos. Obviamente, el problema computacional
al que nos enfrentamos es considerable.

Incluimos finalmente la versién poblacional del zonoide. Elegimos un vec-
tor de variables econdmicas (ingreso, riqueza, etc. en una determinada sociedad)
definido por X = (X, ..., X,,,), y suponemos que existen las medias de las distribu-
ciones marginales. A continuacidn, consideramos la clase de funciones medibles
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W (m), definidas de R al intervalo [0,1], con objeto de para describir la variabi-
lidad total, tal como visto en una dimensién. El zonoide de Lorenz de la sociedad
viene dado por,

LZ(X) = {(Elw(xj].glxlw(m E[X’“Mﬂ]); yE wnu}

E[Xll o E[Xm]

3.5 Ordenaciones multidimensionales

Al igual que en una dimension, surge la cuestion de comparar dos distribu-
ciones, en esta ocasion de cardcter multidimensional. Las comparaciones multidi-
mensionales se pueden realizar desde diferentes puntos de vista, haciendo uso de
diferentes 6rdenes. Uno de los primeros trabajos en este dmbito lo constituye la
contribucién de Atkinson y Bourguignon (1982).

Si X e Y son dos vectores aleatorios de dimensién , podemos considerar has-
ta cinco ordenaciones multidimensionales diferentes (Marshall, Olkin y Arnold,
2011)

¢ Ordenacién por medio de los correspondientes zonoides de Lorenz

X <, Y si LZ(X) € LZ(Y)

* Ordenacion por medio de funciones convexas: X <, ¥ si

# o et~ w)| = £ o (e~ z )

donde g es una funcién continua y convexa, para la que las correspondientes
esperanzas existen.

* Ordenacién por combinaciones lineales de las dimensiones marginales con
pesos a; de signos arbitrarios
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X EL? ¥ si Z ad-k',- EL Zﬂ.;.ﬂ-

* Ordenacién por medio de combinaciones lineales convexas de las margina-
les (con pesos a; no negativos)

X<, Vsi Za,k’f = Za‘-ﬂ

* Ordenacién por medio de las ordenaciones Lorenz de las dimensiones mar-
ginales

Yo Yzl =12..0

Es evidente que el orden <; es més débil que < y que </, puesto que se
puede obtener a partir de combinaciones lineales. Por otro lado, el orden inducido
por el zonoide implica todo los demds 6rdenes excepto el orden <L, definido por
medio de transformaciones de funciones convexas. Este orden es el mas fuerte de
los cinco propuestos, y no viene implicado por ninguno de los otros (Marshall,
Olkin y Arnold, 2011).

Desde el punto de vista econémico, la ordenacién £L3 parece la més conve-
niente, ya que se puede interpretar ficilmente en términos de ordenaciones Lorenz
unidimensionales de indicadores de bienestar con m componentes.

Una clase amplia de medidas de desigualdad multidimensionales se puede
definir por medio del orden </,

l(X) = E[g (EEI) ' Eg;;))]

Si nos fijamos en el orden inducido por el zonoide, una medida de desigual-
dad consiste en obtener el volumen del propio zonoide normalizado. Si Q es la
matriz de orden (m+1) x (m+1), cuya i-ésima fila es (1, )?i), donde )?i es la version
de la componente normalizada por la media, una versién multidimensional del
indice Gini basado en el volumen del zonoide viene definido como,
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E|det Q|
(m+ IN[IE, E(X)

volumen(LZ(X)) =

Algunos inconvenientes asociados con esta medida de desigualdad han sido
discutidos por Mosler (2002) y Arnold (2015).

3.6 Distribuciones multidimensionales basadas en cépulas

La especificacién de la funcién de distribucién multidimensional se puede
realizar por medio de cdpulas. La modelizacién mediante cépulas es un procedi-
miento metodolégico que permite modelizar las interdependencias entre diferen-
tes variables econdmicas. El desarrollo de la teoria de las copulas es muy reciente.
Sin embargo, su uso se ha extendido rdpidamente y su utilizacion ya es habitual en
algunas 4reas de economia y sobre todo en finanzas. Su aplicacién en el estudio
de la renta y la riqueza es de mds reciente implantacién. Decanq (2013) ha con-
siderado un procedimiento de medicién de dependencias entre dimensiones del
bienestar a partir de cépulas.

Vamos a considerar el problema en su version poblacional, y se trata por tan-
to de modelizar un vector aleatorio cuya dimension viene dada por el niimero de

variables. Necesitaremos entonces tener en cuenta dos aspectos:

¢ La modelizacion de las interdependencias entre las variables (la estructura
de dependencia)

e La modelizacion de las variables marginales de forma aislada.

Las cépulas permiten realizar estas dos modelizaciones de modo indepen-
diente, de forma que

FlXyiv X)) = O (X ) i Bp{Xi))

donde C(uy, ...,u,,) es lacoépulay F; (x;), ..., F), (x,,) son las funciones de
distribucién de las distribuciones marginales.
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Una de las estructuras habituales de cépula es la cépula normal con distri-
buciones marginales normales. De este modo, la estructura de dependencia viene
determinada por medio de la matriz de covarianzas entre las variables, regresiones
de tipo lineal y varianzas condicionadas homoceddsticas.

La modelizacién de variables relacionadas con el bienestar puede resultar
mads compleja. Si queremos establecer un modelo estocdstico para el bienestar
definido en términos de ingreso, salud y educacidn, necesitaremos en primer lugar
distribuciones marginales de tipo Pareto, lognormal y gamma, respectivamente.
A continuacion, tendremos que elegir una cépula que permita establecer las de-
pendencias entre las tres variables, y ademds (posiblemente) dependencia en la
parte alta de la distribucién. Esto es posible con una cépula tipo Clayton. La
siguiente etapa consistiria en definir algin indicador que resuma la informacién
contenida en la copula, para finalmente obtener los correspondientes indicadores
de desigualdad.

La modelizacién por medio de c6pulas presenta diversos desafios. Un primer
aspecto consistiria en introducir la estructura de dependencia de la cépula en un
indice de desigualdad. El estudio de la ordenacién entre cépulas es otra de las
cuestiones cruciales ya presente en la investigacion actual.
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CONCLUSIONES

Las conclusiones son las siguientes:

1. La desigualdad econdémica y su medicién es uno de los temas centrales de
investigacion en la economia actual. Los pilares bdsicos de su medicién se es-
tablecen a partir del principio de transferencias de Pigou-Dalton y de la curva
de Lorenz. Muchos conceptos econdmicos recientes se han originado y desa-
rrollado a partir de la ideas de la desigualdad econémica.

2. Se ha establecido un marco conceptual y metodolégico para el andlisis de
la desigualdad en datos econdmicos y sociales. Se han presentado los instru-
mentos basicos de andlisis: funciones de distribucion y densidad, asi como los
cuantiles y la funcién de cuantiles. Se ha presentado una definicién general de
curva de Lorenz, para continuar con el orden de Lorenz y el indice de Gini. Se
continda con la contribucién fundamental de Atkinson (1970), que establece
una conexion entre ordenaciones de las funciones de bienestar, de las distribu-
ciones de ingreso subyacente y de las curvas de Lorenz, asi como la relacion
con el principio transferencias de Pigou-Dalton y las medidas de desigualdad
asociadas con estos principios. Se han comentado los axiomas bésicos de la
desigualdad y la modelizacién mediante funciones de distribucién y curvas de
Lorenz. Se han presentado las medidas de desigualdad mds importantes, ha-
ciendo hincapié en los indices de entropia generalizada y los indices de Theil,
que gozan de la propiedad de descomponibilidad aditiva por subgrupos de po-
blacion. Esta parte finaliza con un tema de actualidad en la investigacién en
economia como es la medicién de la desigualdad categoérica.

3. Se han presentado dos nuevos campos relevantes de aplicacion relativos a la
medicion de la desigualdad, que son la econofisica y los indicadores multidi-
mensionales de desigualdad. Se han comentado varios campos de aplicacién
de la econofisica y su relacion con la desigualdad. Se ha presentado una revi-
sion sistemadtica y critica de las diferentes metodologias para la elaboracion
de indicadores multidimensionales de desigualdad, junto con las diferentes
ordenaciones estocdsticas de datos econémicos multidimensionales. Se han
discutido las superficies y los zonoides de Lorenz, como extensiones multidi-
mensionales de la curva de Lorenz clésica.
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Laudatio y Discurso de contestacién por la Académica de Ntimero

EXCMA. SRA. DRA. MONTSERRAT GUILLEN ESTANY






Excelentisimo Sefior Presidente
Excelentisimos Sefiores Académicos
Sefioras y Sefiores

Deseo que mis primeras palabras sean de agradecimiento a esta Real Corpo-
racién por haberme otorgado el privilegio de dar respuesta al nuevo académico. Al
honor de haber sido elegida para esta tarea se une mi entusiasmo por dar contesta-
cion a un discurso de excepcional calidad y por contribuir a que nuestra Academia
se expanda incorporando a una personalidad de la talla del Prof. Dr. José Maria
Sarabia Alegria, quien ha sido clave en el andlisis cuantitativo de la desigualdad
en las ciencias econémicas y financieras y que sin lugar a duda va a serlo en el
devenir de esta Institucidn.

Inicio mi recorrido glosando la magnifica trayectoria del recipiendario, para
pasar seguidamente al contenido de su discurso y terminar presentando su perfil
mads humano, no sin antes decir que va a ser completamente imposible relatar con
la merecida exactitud sus abundantes contribuciones cientificas en el espacio de
tiempo del que disponemos. La descripcién de los méritos que aporta va a revelar-
nos que nos hallamos ante toda una autoridad académica.

José Maria Sarabia Alegria naci6 en Santander en 1963 y es Catedrético de la
Facultad de Ciencias Econémicas y Empresariales en la Universidad de Cantabria
desde 2001. Ademds, es Catedrético de Estadistica e Investigacién Operativa en
la Universidad Complutense de Madrid desde el afio 2000, en este dltimo caso
actualmente en excedencia.

Se licenci6 en Ciencias Matematicas en la Universidad de Valladolid en 1986

y obtuvo el grado de doctor en la Universidad de Cantabria en 1989, habiendo
realizado estudios de postgrado en la Universidad Politécnica de Valencia. Mds
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alld de nuestras fronteras, ha sido profesor visitante en lugares de indiscutible
renombre como la London School of Economics, el Imperial College de Londres
y el ICMA (International Capital Market Association), centro que pertenece a la
Universidad de Reading en el Reino Unido.

Hoy es el director del grupo de Investigacion sobre “Métodos Cuantitativos
en Economia y Empresa” en la Universidad de Cantabria e investigador asociado
del grupo de Anélisis de Riesgos del Instituto de Investigacion en Economia Apli-
cada de la Universidad de Barcelona.

En los tltimos afios el nuevo académico ha sido el Presidente del Comité de Ci-
encias Econdmicas y Empresariales de la Comisioén Nacional Evaluadora de la Ac-
tividad Investigadora (CNEAI) de la Agencia Nacional de Evaluacién de la Calidad
y Acreditacién, del que previamente habia formado parte como vocal. Ha sido mi-
embro de la Comision de Investigacion de la Universidad de Cantabria entre 2008
y 2016, asi como miembro de la Comisién de Doctorado en la misma Universidad.

A lo largo de su carrera, ha recibido numerosos premios y reconocimientos,
entre los que destaca en 2008 el Premio Internacional de Investigacién en Seguros
“Julio Castelo Matrdn”, concedido por Fundaciéon Mapfre. Asimismo, en el afio
2011 fue galardonado con el Premio de Investigacién del Consejo Social de la
Universidad de Cantabria para Investigadores Senior. En 2009 fue seleccionado
por el programa Nacional “Salvador de Madariaga” para estancias de movilidad
de profesores e investigadores de referencia en centros de investigacion extran-
jeros. Asimismo, fue becado por el “Erudite Program” en el Kerala State Higher
Education Council de la India en el afio 2015.

Ha publicado mads de ciento setenta articulos de investigacion, la mayor par-
te en revistas catalogadas de impacto. En el ambito de la desigualdad econémi-
ca destacan sus muy conocidas contribuciones a la modelizacién de curvas de
Lorenz, y mds concretamente su famoso articulo titulado “An ordered family of
Lorenz curves”, publicado en 1999 en la prestigiosa revista Journal of Econome-
trics. Esta es una de sus obras mds citadas y ha servido de base para un sinfin de
autores. Otros de sus trabajos han sido publicados en revistas lideres en el drea de
Economia entre las que destacan algunas de la misma, o mayor calidad si cabe,
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que el propio Journal of Econometrics, tales como Review of Income and Wealth,
Journal of Economic Inequality, Journal of the American Statistical Association,
Statistical Science, Econometric Reviews, Insurance: Mathematics and Econo-
mics 'y Journal of Risk and Insurance.

Asimismo, el recipiendario ha escrito nueve libros cientificos como autor,
tres como editor y otros ocho textos universitarios, destacando la publicacion en
editoriales internacionales como John Wiley y Springer Verlag, cuyo prestigio
es sobradamente conocido. Cabe sefalar en especial, su aportacién “Conditional
specification of statistical models” en un libro de la Springer Series in Statistics,
donde se introduce una nueva clase de distribuciones multivariantes con multiples
aplicaciones en Economia, que ha recibido un reconocimiento undnime en nues-
tro &mbito. En relacion a los libros de texto, es autor de las mejores editoriales,
destacando su obra sobre Estadistica Actuarial: Teoria y Aplicaciones, publicada
en Pearson-Prentice Hall en 2006.

Como colofén a los anteriores méritos, debo destacar que sus articulos y
obras cientificas en general han sido referenciados cerca de cuatro mil veces, y
su presencia en los listados de publicaciones sigue creciendo de forma acelerada
con unos indices bibliométricos que se encuentran muy por encima de lo que es
habitual en las ciencias econdmicas y financieras a nivel mundial.

Su actividad investigadora le ha llevado también a recibir diversas invita-
ciones de universidades y centros de investigacién nacionales y extranjeros. Ha
realizado seminarios y conferencias invitadas en universidades de Canad4, en la
McMaster University, la McGill University y la UQAM, en Montréal; en el Reino
Unido, en la University of Reading y la Nottingham Trent University; en Ale-
mania, en la University of Gottingen; en Suiza, en la Université de Lausanne y
la Université de Geneve; en Japdn, en el Institute of Statistical Mathematics de
Tokyo y en India, en la Cochin University of Science and Technology, sin olvidar
sus numerosas charlas en las universidades espafiolas.

Ha participado en decenas de proyectos de investigacion de cardcter competi-

tivo, en muchos de ellos como investigador principal. Algunos de estos proyectos
han sido financiados por el Plan Nacional de Investigacién, y también por el Ins-
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tituto de Estudios Fiscales y distintas fundaciones para la promocién de la inves-
tigacion. En la actualidad es el Investigador Principal del proyecto coordinado
sobre “Modelizacion Paramétrica y Semi-Paramétrica de Riesgos Multivariantes:
Especificacidon, Estimacion y Contraste”, dentro del Programa Estatal de Fomento
de la Investigacién Cientifica y Técnica de Excelencia. Asimismo ha desarrollado
contratos de investigacion financiados por empresas como EON Espaifia, Nucle-
nor y Cedex.

Nuestro nuevo académico es ademas editor asociado de diversas revistas ci-
entificas: Communications in Statistics (en las tres series), Journal of Statistical
Distributions and Applications, SORT-Statistical Operations Research Transac-
tions, TEST, Journal of Probability and Statistics y Anales del Instituto de Ac-
tuarios Esparioles. Es especialmente significativo destacar que también ha sido
editor asociado de revistas como el Journal of Banking and Finance y el Journal
of Statistical Planning and Inference. Ademas de todo ello, ha realizado tareas de
revisién como evaluador de mas de cuarenta revistas cientificas diferentes en el
ambito de la Economia.

Entre otras numerosas facetas que acreditan su excelencia, nuestro académico
ha sido conferenciante plenario por invitacion en congresos nacionales e internacio-
nales, incluyendo la conferencia mundial de la International Actuarial Association,
ASTIN 2011; Fifth Brazilian Conference on Statistical Modelling in Insurance and
Finance y el congreso de Dependence Modelling que retine anualmente a un exclu-
sivo grupo de investigadores elegidos entre los m4s influyentes del mundo.

En la actualidad es evaluador y experto de distintas agencias publicas de
evaluacion, incluyendo ANECA, AGAUR en Catalufia, DEVA en Andalucia, y las
correspondientes en Galicia y la Comunidad de Madrid. Ha colaborado en evalua-
ciones de la National Science Foundation y ademds ha participado en la seleccion
de profesores en universidades de todo el mundo, incluyendo el Reino Unido, los
Estados Unidos de América y los Emiratos Arabes.

En total, ha dirigido cinco tesis doctorales, de las que una recibi6 el Premio

Extraordinario de doctorado y dos el Premio del Consejo Social de la Universidad
de Cantabria.
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En esencia, con todos y cada uno de los anteriores logros, el Dr. José Ma-
ria Sarabia es un referente entre los investigadores espaiioles de la Economia,
reconocido tanto en nuestro pais como internacionalmente. Se le atribuye haber
realizado grandisimas aportaciones a la teoria de distribuciones y al andlisis multi-
variante aplicados a la Economia y la Empresa, asi como al anélisis de los riesgos.
Sélo mentes excepcionales como la que él mismo atesora, pueden ejercer esta
enorme influencia en nuestro ambito de conocimiento.

Permitira el Sr presidente que me haya tomado la licencia de seleccionar tan
solo los pilares fundamentales de una biografia repleta de éxitos, la de nuestro
protagonista, el profesor Dr. José Maria Sarabia.

Sr. Presidente, en esta segunda parte de mi intervencion tengo el deber de
afirmar que el discurso cuya sintesis hemos tenido el placer de haber escuchado,
constituye s6lo una pequefia muestra del legado que nos aportan las contribuciones
cientificas que el nuevo académico ha realizado a lo largo de toda su trayectoria.

Nuestra Real Institucion cuenta, a partir de ahora, con un gran especialista
que va a permitirnos mejorar en muchisimos de los grandes objetivos que nos
hemos planteado, especialmente a nivel internacional, para lograr una sociedad
mads justa y un mundo mejor.

El discurso aborda el tema de la desigualdad econdémica ya en pleno siglo
XXI vertebrandolo en tres ejes fundamentales: la definicién de desigualdad, su
medicién en casos de magnitudes econdmicas unidimensionales y, finalmente,
su extension a la cuantificacién de la desigualdad en escenarios mas complejos,
cuando se persigue una vision holistica, que tenga en cuenta factores tanto cuan-
titativos como cualitativos, asi como variables claramente objetivables como los
ingresos frente a conceptos mds abstractos como la felicidad. A través del impeca-
ble desarrollo del contenido més complejo, llegamos a comprender el significado
de los zonoides de Lorenz, que son la expresion mds elaborada y mds actual para
la cuantificacion de la desigualdad.

El discurso es una muestra muy evidente de quien es capaz de mostrarnos
la importancia histérica que ha tenido la medicién de la desigualdad en el pensa-
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miento econémico. A través de una acertada introduccion, el relato nos sitda en
la zona de confort que es el indice de Gini, la medida de desigualdad que mas se
utiliza. Ademads, se adentra en la medicion de la desigualdad en la que el propio
recipiendario es protagonista del avance de la investigacién y no olvida aquellos
conceptos mds recientes, en los que se estdn viendo mayores progresos; e incluso
temas que manifiestamente constituyen una oportunidad para la expansion en el
futuro de las ciencias econémicas y financieras.

Todos los organismos internacionales utilizan barémetros de desigualdad
para fijar objetivos a largo plazo, o para evaluar el impacto a corto plazo de po-
liticas de estimulo que conduzcan a una mejora del bienestar. Seria imposible
relatar ahora, con la necesaria exhaustividad, cdmo el tema que se ha tratado hoy
subyacen en un gran ndmero de iniciativas tan relevantes como el programa “Ob-
jetivos de Desarrollo del Milenio” de Naciones Unidas, cuya principal misién es
conseguir la estabilidad en el planeta. Los retos alli fijados en 2002 incluyen ocho
ejes: pobreza, ensefianza, igualdad de género, reduccion de la mortalidad de los
nifios, mejora de la salud materna, enfermedades como el VIH/SIDA vy la malaria,
sostenibilidad del medio ambiente y alianza global para el desarrollo. Pero para
el afio 2030, la ONU fij6é ademds nuevas metas sobre la produccién y consumo
sostenibles y, como no podia ser de otra manera, introdujo la reduccién de las
desigualdades. Nos hallamos, pues, ante uno de los que han sido sefialados como
los objetivos prioritarios de la humanidad.

Afirma el propio recipiendario que quien marcé su inicio en esta investiga-
cion fue el profesor en la Universidad de California, Riverside, Barry C. Arnold a
través del profesor Castillo a quien mencionaremos con mds detalle en el dltimo
apartado.

Arnold no sélo ha sido el padre de muchos de los conceptos que aqui hemos
tratado, sino que es a €l en tanto que también destacado co-autor del recipiendario,
a quien debemos muchos de los fundamentos que dan lugar a las variantes sobre
la medicion de la desigualdad que marcarén los préximos pasos en esta disciplina.

El nuevo académico abre la puerta a un futuro que va mucho mas alld porque
nuestra sociedad reclama indicadores que sean capaces de sintetizar y monitorizar
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los elevados volumenes de datos que genera la economia digital. Serd a través de
las extensiones que hoy nos ha presentado el profesor Sarabia como podremos
plantear indices que puedan generarse inmediatamente, en tiempo real y que pu-
edan agregar y resumir del amplio espectro de informacién que proporcionan las
grandes bases de datos actuales.

Pero no unicamente este académico nos ha anticipado los avances que se
produciran en las préoximas décadas, desde su conocimiento de causa y desde una
rica perspectiva, sino que el discurso nos introduce en los elementos de mayor
rigurosidad que van a permitirnos hablar de desigualdad con la debida exactitud.

Me atreveria a decir que ningtin economista puede eludir el hecho de tratar en
un momento u otro el tema de la desigualdad debido a la importancia mayuscula
que ha adquirido en nuestra disciplina. Deberia citar a James Heckman, Peter
Diamond, Jean Tirole, Erik Maskin, todos ellos galardonados en Economia con el
premio en honor a Alfred Nobel, quienes reunidos en la preciosa ciudad alemana
de Landau el pasado mes de agosto alertaban de la necesidad de hallar las claves
de la paradoja de la desigualdad global: mientras globalmente decrece la desi-
gualdad, es aparentemente contradictorio que aumente internamente dentro de la
mayoria de paises.

Hoy hemos escuchado por boca de quien ya representa a esta Real Corpo-
racion, nuestro pequefio grano de arena en un debate que se prevé tan complejo
como esencial, y que solo podra ser abordado si se erige sobre la sélida base cu-
antitativa que se nos ha propuesto. A mi entender, el brillante discurso constituye
un valiosisimos punto de partida, ademds de una enseflanza y, en definitiva, un
legado por si mismo.

Y llegados a este punto, le ruego finalmente Sr. Presidente que me conceda
unos minutos mds para poder destacar algunos de los rasgos mds personales asi
como mi propio punto de vista sobre el nuevo académico, cuyo ingreso en nuestra
Real Corporacién consagramos en este mismo acto.

El profesor Sarabia ha dedicado ya mds de tres décadas completas de su vida
a la investigacidn, inspirado sin lugar a dudas por la generosidad y magnitud de
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quién fue su maestro, amigo y admirado, el doblemente Académico de las Reales
Academias de Ingenieria y de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales del Instituto
de Espafia, el Excmo. Sr. Dr. Enrique Castillo Ron. Se retinen en ambas persona-
lidades, la perseverancia y el talento necesario para conseguir cuantos objetivos se
planteen y una conviccidn que rebasa limites.

Un destacado miembro del equipo del profesor Sarabia y excelente persona,
el Dr. Faustino Prieto Mendoza, ha sido testimonio de esa caracteristica tan singu-
lar del nuevo académico, que su discipulo resume precisamente como una mezcla
de tesén y optimismo.

Muy posiblemente en la ilusion por alcanzar metas, le ha ayudado saber com-
paginar su gran dedicacién a la ciencia con el carifio hacia su familia. Nuestro
nuevo miembro, no s6lo se deshace en alabanzas por sus colegas, por los trabajos
que lee y por todo aquello que le apasiona, sino que si hay alguien a quien el
académico admira es a sus mas allegados en el entorno privado. En primer lugar,
a su esposa, de quien elogia resistencia ante la adversidad entre otras muchisimas
fortalezas y en segundo lugar, a sus hermanas, grandes referentes en su vida. Pero
mencién muy especial deben recibir sus dos hijos: José Maria, nacido en 1998, y
Belén, nacida en el afio 2000 por quienes siente un infinito amor y estoy comple-
tamente segura que daria absolutamente todo.

Siempre me ha impresionado la forma como nuestro académico destaca lo
bueno y se interesa por los progresos, en particular de los estudiantes y de los in-
vestigadores mds jovenes. Poco le importa que otros colegas desdefien a los inex-
pertos, €l apostara por ellos y les conducira a los puestos mas altos, acompafiando-
les y cediéndoles protagonismo siempre que sea posible. Nuestro nuevo miembro,
profundiza como muy pocas personas lo hacen, y sabe trabajar con conceptos
intrincados. Ademads, tiene otra caracteristica que impacta siempre: su inmenso
calibre intelectual. Es fabuloso charlar con él, por su capacidad de entusiasmarse
y por acceder a fuentes muy poco conocidas que €l explica con naturalidad, como
si hiciera tan solo cinco minutos que las acabara de leer. Es una excepcional cua-
lidad que llamamos sabidurfa.
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No quiero olvidarme tampoco de algunas otras virtudes que le acompanan,
como la paciencia, autoridad, pasion por el progreso de la ciencia en general, a las
que hay que sumar la estela de sus padres, y en concreto el recuerdo entrafiable
de su progenitor, quien también catedratico de universidad supuso un ejemplo de
vida. Alguien a quien tiene que agradecer la eleccién del camino que hoy le ha
conducido hasta aqui. De no ser por los sabios consejos de su padre, el homénimo
Dr. Sarabia Alzaga, €l, su hijo, no hubiera escogido la estadistica y luego la eco-
nomia, las dos disciplinas que han marcado su verdadera vocacion.

Permitame afiadir, para terminar, un detalle mas a los rasgos fundamenta-
les que describen la identidad de nuestro nuevo miembro. Pocas aficiones puede
permitirse quien tanto tiempo ha dedicado al estudio, y peligra siempre que del
exceso de este tltimo, devenga un prematuro cansancio, pero este no es el caso de
nuestro académico, quien sigue apreciando un buen concierto y ademads conserva
profundas amistades que, y aqui ya puedo afirmar en primera persona, SOomos
complices y nos alegramos de compartir con €l momentos, tan estelares como lo
es el dia de hoy.

Y acabo. Es una gran satisfacciéon que la Real Academia de Ciencias
Econdémicas y Financieras se enriquezca con el ingreso del académico correspon-
diente por la Comunidad Auténoma de Cantabria, el Ilustrisimo Sr. Dr. José Maria
Sarabia Alegria. Nos congratulamos de poder incorporarlo entre nosotros como
buen merecedor de este reconocimiento. Con mi completa adhesién y en nombre
de todos los miembros, le transmito nuestra mas fraternal bienvenida.

Gracias por su atencion.
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Ilmo. Sr. Dr. José Maria Sarabia Alegria (Académico Correspondiente para Cantabria)
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Diploma acreditativo de la eleccion del Dr. José Maria Sarabia como Académico
Correspondiente para Cantabria
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El Dr. Sarabia aporta su firma al Libro de Honor en compaiiia del Presidente y de los Académicos
(de izquierda a derecha); Dr. Fernando Casado, Dra. Anna Maria Gil, Dr. Vicente Liern, Dr. Ramon Poch,
Dr. Jaime Gil, Dra. Montserrat Guillén.
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El Presidente Jaime Gil Aluja impone la medalla académica en presencia de los
Dres. Anna Maria Gil y Fernando Casado.



El nuevo Académico para Cantabria, Dr. Jos¢ Maria Sarabia Alegria, pronunci6 su Discurso
titulado ‘Desigualdad Econdémica y Zonoides de Lorenz’, una interesante contribucion al
analisis cuantitativo de la disparidad economica.

Académicos y publico asistente a la ceremonia de ingreso.
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El Dr. Sarabia Alegria en la fotografia de familia, junto al Presidente Jaime Gil y el conjunto de
Académicos que lo acompafiaron en su acto de recepcion como nuevo miembro de la Real Academia
de Ciencias Economicas y Financieras.
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El nuevo Académico estuvo arropado por familiares y amigos en el dia de su ingreso.
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