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Proélogo

Avant-propos

Al estudiar los problemas y las
posibilidades de la gestién en el
dmbito de la incertidumbre, los
profesores Arnold Kaufmann vy
Jaime Gil Aluja abren perspectivas
estimulantes al conocimiento y a
la accién econdmica.

Los modelos relativos a las po-
Ifticas econ6micas del Estado y de
las decisiones microecondmicas
de las empresas, ofrecen, como es
conocido, una representacion sim-
plificada de la realidad. No pue-
den poner de manifiesto con deta-
lle 1a complejidad y el movimiento
de la economfa, incluso en los mo-
mentos actuales en que se pueden
establecer y tratar un elevado nd-
mero de ecuaciones; la realidad
econOmica y social es inagotable,
Los modelos “eligen”, en funcién
de ciertas hipotesis, ciertas relacio-
nes caracterfsticas, Los datos, que
sirven para cuantificarlas, pueden
ser exactos y ciertos; cuando son

En étudiant les problémes et
les possibilités de la gestion dans
I'incertain, les Professeurs Arnold
Kaufmann et Jaime Gil Alyja
ouvrent a la connaissance et a
’action économiques des perspec-
tives stimulantes, ,

Les modéles qui concernent les
politiques macro-économiques de
IEtat et les décisions micro-éco-
nomiques des entreprises, offrent,
on le sait, une représentation sim-
plifiée de la réalité. Ils ne peuvent
rendre compte dans le détail de la
complexité et du mouvement de
I’économie, méme si I'on peut au-
jourd’hui établir et traiter un
grand nombre d’équations; la réa-
lité économique et sociale est iné-
puisable. Les modéles *choisis-
sent”, en fonction de certaines
hypothéses, certaines relations ca-
ractéristiques. Les données, qui
servent a les quantifier, peuvent
étre exactes et certaines; lors-
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aleatorios, se puede recurrir a la
teorfa de las probabilidades,

Pero los datos no se presentan
siempre de manera cierta y preci-
sa: son en la mayor parte de los
casos inciertos, Los hechos de la
naturaleza son inciertos; el entor-
no econdmico, social, financiero
de las empresas cambia incesante-
mente; los actos del hombre —por-
que es libre y dotado de imagina-
cibn— como las relaciones entre
los hombres —porque éstos no son
robots—, son las causas profundas
de la incertidumbre.

Los trabajos de Boole, que han
permitido un enorme progreso en
el dnalisis cuantitativo de las deci-
siones y facilitado el tratamiento
de la informacién mediante los or-
denadores, se inspiran en una logi-
ca demasiado simple en relacion
con la realidad humana: la elec-
cibn no se hace solamente en tér-
minos de s{ o no, de blanco o ne-
gro; se realizan en una zona de gri-
ses, que corresponde a diversos ni-
veles de verdad, Asi el anélisis de
los hechos imprecisos no puede
ser realizado por técnicas aplica-
bles a situaciones ciertas o aleato-
rias., Una diferencia esencial exis-
te, en especial, entre azar e incer-
tidumbre; el azar puede ser medi-
do mediante el célculo de probabi-
lidades, la incertidumbre no es
mensurable por definicion. Sin
embargo en la incertidumbre se
puede hallar una cierta informa-
ci6bn, aunque ésta sea pobre. Es
preciso poder utilizar lo que es

qu’elles sont aléatoires, on a re-
cours a la théorie des probabilités,

Mais les donndes ne se pré-
sentent pas toujours de fagon cer-
taine et précise: elles sont la plu-
part du temps incertaines. Les
faits de la nature sont incertains;
I'environnement économique, so-
cial, financier des entreprises est
sans cesse changeant; les actes de
I'homme —parce qu’il est libre
et doué d’imagination— comme
les relations entre les hommes
—parce que ceux-ci ne sont pas
des robots—, sont les causes pro-
fondes de I'incertain,

Les travaux de Boole, qui ont
permis de grands progrés dans
I'analyse quantitative des déci-
sions et facilité le traitement de
I'information par Jordinateur,
s'inspirent  d’une logique trop
simple par rapport a la réalité hu-
maine: les choix ne se font pas
seulement en termes de oui ou
non, de blanc ou noir; ils s’effec-
tuent dans une zone grise, qui
correspond a divers niveaux de
vérité. Ainsi I'analyse des faits
imprécis ne peut-elle étre faite
par les techniques applicables a
des situations certaines ou aléa-
toires, Une différence essentielle
existe notamment entre hasard et
incertitude; le hasard peut étre
mesuré par le calcul de probabi-
lité, lincertain n’est pas mesura-
ble par définition. Mais on peut
trouver dans l’incertain une cer-
taine information, méme pauvre.
Il faut pouvoir utiliser ce qui est
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entonces perceptible a falta de ser
medible para mejorar la racionali-
dad de los comportamientos y de
las decisiones, La teorfa de los
subconjuntos borrosos, ya aplica-
da en biologra, en medicina, en
geologra, puede resultar especial-
mente Util para el tratamiento de
la incertidumbre en la gestion de
la empresa,

Kaufmann y Gil Aluja después
de haber puesto de manifiesto que
los hechos imprecisos y los nime-
ros inciertos no pueden ser trata-
dos segin los mismos principios
que los hechos precisos y los nu-
meros ciertos o que las variables
aleatorias, transforman instrumen-
tos ya empleados en el ambito de
la certeza o de lo probable para
aplicarlos a la incertidumbre, Ha-
cen que surja todo el interés de es-
ta gestidon en la incertidumbre en
el tratamiento de un determinado
nimero de problemas esenciales
para la empresa: actualizacién en
la incertidumbre; decisiones de in-
versién; renovacién de equipos;
decisiones coste-eficacia... Trans-
forman para el tratamiento de los
fen6menos borrosos, un cierto ni-
mero de instrumentos tales como:
el método presupuesto base cero;
los alisados exponenciales; el mé-
todo PERT o CPM, los programas
lineales, la determinacién de los
efectos olvidados,

L.a novedad de los anilisis se
explica por la calidad de los auto-
res. Arnold Kaufmann ha sido uno

alors perceptible a défaut d’étre
mesurable pour améliorer la ra-
tionalité des comportements et
des décisions, La théorie des sous-
ensembles flous, déja appliquée
en biologie, en médicine, en géo-
logie peut étre particuliérement
utile au traitement de l'incertain
dans la gestion de I'entreprise.

Kaufmann et Gil Aluja, aprés
avoir montré que les faits impré-
cis et les nombres incertains ne
peuvent étre traités selon les
mémes principes que les faits pré-
cis et les nombres certains ou que
les variables aléatoires, transfor-
ment des instruments déja emplo-
yés dans le domaine du certain ou
du probable pour les appliquer a
I'incertain, [Is font apparaftre tout
I'intérét de cette gestion dans !'in-
certain dans le traitement d’un
certain nombre de problémes
essentiels pour 'entreprise: actua-
lisation dans lincertain; décisions
d’investissement; renouvellement
des équipements; décisions coit-
efficacité... Ils transforment pour
le traitement des phénoménes
flous, un certain nombre d’instru-
ments tels que: la méthode budget
base zéro; les lissages exponen-
tiels; la méthode PERT ou CPM,
les programmes linéaires, la recher-
che des effets oubliés,

La nouveauté des analyses s’ex-
plique par la qualité des auteurs.
Arnold Kaufamnn a été un des
principaux pionniers de la recher-
che opérationnelle en Europe; ses
enseignements a lnstitut Poly-
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de los principales pioneros de la
investigacion operativa en Europa;
sus enseflanzas en el Instituto Poli-
técnico de Grenoble, en la Escuela
de Minas de Paris, en la Universi-
dad de Lovaina han permitido la
irradiacién de su pensamiento, asf
como sus libros traducidos en vein-
te idiomas y sus muy numerosos
articulos cientfficos. Jaime Gil
Aluja ejerce su actividad docente
en la Universidad de Barcelona en
donde dirige el departamento de
Economia y Organizacién de Em-
presas, y es Decano de la Escuela
de Administracién de Empresas de
Barcelona. Miembro Fundador
de la “European Foundation for
Management Development” en
Bruselas ha asumido desde hace
muchos afios una actividad asesora
de empresas espafiolas. Estos dos
sabios han estado siempre en con-
tacto con las realidades de la em-
presa estableciendo asf una fecun-
da relacion entre la ciencia y la ac-
cién. El espiritu que les caracteri-
za ha sido perfectamente definido
por Arnold Kaufmann: “todo
aquello que es mecanico, progra-
mable, hoy o mafiana, lo hardn las
miquinas y cuanto mads eficaces
sean estas maquinas, mdis necesi-
dad tendremos de la imaginacion,
de la aventura, de la incertidum-
bre”, Y por Jaime Gil Aluja al de-
finir su libro “como un ensayo pa-
ra rehabilitar cientificamente la
subjetividad y la imprecision”.

Quisiera finalmente rendir tri-
buto a una colaboracién ejemplar

technique de Grenoble, a I’Ecole
des Mines de Paris, a I'Université
de Louvain, ont assuré le rayonne-
ment de sa pensée, tout comme
ses livres traduits en vingt langues
et ses trés nombreux articles scien-
tifiques. Jaime Gil Aluja enseigne
a I'Université de Barcelona ou il di-
rige le département d’Economie et
Organisation des Entreprises, et il
est le Doyen de I’Ecole d’Adminis-
tration des Entreprises de Barcelo-
ne, Membre Fondateur de I’ “Euro-
pean Foundation for Management
Development” a Bruxelles, il a de-
puis de nombreuses années assumé
une activité de conseil auprés des
entreprises espagnoles. Ces deux sa-
vants ont donc toujours été au
contact des réalités de I'entreprise,
établissant ainsi une relation fé-
conde entre la science et I’action,
L’état d’esprit quiles caractérise a
été parfaitement défini par Arnold
Kaufmann: “tout ce qui est ma-
chinal, programmable, aujourd’hui
ou demain, des machines le feront
et plus ces machines seront effi-
caces, plus nous aurons besoin
de I'imagination, de 1’aventure, de
I'incertain”. Et Jaime Gil Aluja de
définir leur livre “comme un essai
pour réhabiliter scientifiquement
la subjectivité et I'imprécision”.

Je voudrais enfin rendre hom-
mage a une collaboration exem-
plaire entre un universitaire Fran-
¢ais et un universitaire Espagnol,
qui travaillent dans deux grandes
cités: Grenoble et Barcelone —ou
Pactivité intellectuelle et l'esprit
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entre un universitario francés y
un universitario espafiol, que tra-
bajan en dos grandes ciudades:
Grenoble y Barcelona —en donde
la actividad intelectual y el espiTi-
tu de empresa han sido tradicio-
nalmente fértiles. Confiamos en
que Espafia y Francia puedan de-
sarrollar en el seno de la Comuni-
dad Europea a la que ya pertene-
cen ambas, esta forma privilegiada
de contribucion que pueden apor-
tar a Europa al progreso de Ia
Ciencia y al desarrollo de la eco-
nomfia,
Raymond Barre

d’entreprise se sont traditionnelle-
ment fertilisés. Puissent I’Espagne
et la France développer au sein de
la Communauté Européenne a la-
quelle elles appartiennent désor-
mais toutes les deux, cette forme
privilégiée de contribution qu’elles
peuvent apporter en Europe au
progrés de la Science et au déve-
loppement de I'économie.

Raymond Barre
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Fundamentos tedricos




Azar e incertidumbre

DISTINCION ENTRE AZAR E INCERTIDUMBRE

Azar, aleatoriedad, estocdstico y también suerte, son palabras liga-
das de manera m4s o menos explicita a la teorfa de las probabilidades.
Ast, cuando se ponen en una urna y se mezclan 7 bolas rojas y 3 bolas
verdes, la probabilidad de sacar una roja es 7/10 y 3/10 para una verde.
La extraccién efectuada es una aleatoriedad, se puede “medir” la suerte
de sacar una bola roja o una verde. Para ello, es necesario conocer con
antelacion, a priori, la proporciéon de los colores de las bolas introdu-
cidas.

Supongamos ahora que desconocemos esta proporcién y que sélo
podemos realizar una sola extraccion, ya no se puede “medir” la “suer-
te”’. El fendmeno ya no se debe al azar, sino a la incertidumbre. Si sola-
mente sabemos que pueden existir en la urna 10 bolas, pero sin conocer
la proporcién, podemos afirmar que sacaremos o bien una bola roja o
bien una bola verde. Es posible que hayan 10 rojas o 9 rojas y 1 verde,
8 rojas y 2 verdes, etc... pero como lo desconocemos no podemos decir
“voy a extraer una bola al azar”, sino que ignoramos, sin poder dar una
probabilidad, si sacaremos una bola roja o una verde.

El azar es la incertidumbre medible con la ayuda del concepto de
probabilidad. Sabemos sin embargo que en la conversacién de cada dfa
asi como en todos los diccionarios y casi en todos los idiomas, los con-
ceptos azar e incertidumbre son mutuamente confundidos.

Si en el lenguaje coloquial esta confusién no tiene generalmente
importancia, no ocurre lo mismo en el conocimiento cientifico en el
que no deben confundirse azar e incertidumbre.
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PROBABILIDAD Y POSIBILIDAD

Veamos con qué clase de error de razonamiento podemos enfrentar-
nos al confundir azar e incertidumbre. Consideremos primero un juego
con dos dados que llevan cada uno en cada lado sin repetir, los nimeros
1,2, 3,4,5y 6 (el dado tiene forma de cubo). La probabilidad de sacar
un nimero a, a €{1,2,3,4,5,6} conuno u otro dado es igual a 1/6.
Busquemos ahora la probabilidad de sacar un nimero b = {2, 3, 4, 5,
6,7,8,9, 10, 11, 12 } sumando los resultados cuando se tiran 2 dados.
La probabilidad de sacar un 2 es 1/12, de sacar un 3, 2/12; de sacar un
4, 3/12... de sacar un 11, 2/12; de sacar un 12, 1/12. La ley equiproba-
ble para un solo dado se ha convertido en una ley triangular.

1.1 pr(x=b)=(b -1)/12 2<b

<7
=(13-b)/12 7<b<1

2

De todos es conocido que si en vez de considerar 2 dados se toman 3,
luego 4, ... luego n dados, para n suficientemente grande, se tenderia
hacia una ley de Laplace-Gauss (teorema central del limite) la cual toma
una forma bien distinta de una ley equiprobable.

Supongamos ahora, que los dados estin marcados de manera arbitra-
ria con o sin repeticién con nameros del 1 al 6 y que el jugador no cono-
ce nada de lo que se ha marcado. Al tirar el dado, solamente puede decir:
la posibilidad de sacar un I es una, de sacar un 2 es 1, ... de sacar un 5 es
1, de sacar un 6 es 1, de sacar un 7 es cero... Al tirar 2 dados y al conside-
rar la suma de los resultados, podrd decir a priori: la posibilidad de sacar
un 1 es 0, de sacar un 2 es 1, de sacar un 3 es 1, ... desacarun 11 es 1,
de sacar un 12 es 1, de sacar un 13 es 0, etc... El concepto de posibilidad
empleado aquf es tal que dos leyes equiposibles (que nos perdonen este
neologismo paralelo a la palabra equiprobable) da una ley equiposible.
Con esta hipdtesis nos situamos en un universo incierto en lugar de un
universo probabilista., La incertidumbre sin embargo no es total, ya que,
a pesar de todo, se sabe que el resultado estar{a situado en el subconjunto
de enteros {2, 3, 4,5, .. 10, 11, 12} . Se podria considerar una incer-
tidumbre mucho mayor si ni siquiera se supiera que se utiliza inicamente
este subconjunto,

Lo que acabamos de explicar podrfa parecer trivial si no diera lugar a
varias causas de error cuando se realizan simulaciones a partir de leyes
equiprobables. No se puede aplicar con rigor la hipétesis de Laplace “‘si
desconozco la ley de probabilidad, escogeré la ley equiprobable” mads
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que en el caso en que sabemos seguro que la ley... es equiprobable. De
hecho, si se desconoce la ley de probabilidad, todas las leyes son posibles
y por tanto ninguna merece preferencia.

Al aplicar la hipétesis de Laplace, si se ignoran las leyes de probabili-
dad de las variables que se deben sumar, nos introducimos en leyes de
probabilidad que no tienen justificacion (excepto en casos concretos).
Confundir lo incierto con el azar es de alguna manera, ser deshonesto
consigo mismo. El tratamiento de la incertidumbre es una cosa, el de
la aleatoriedad, es decir del azar, es otra; aunque sea posible combinar-
los sin que con ello se confundan.

EL TRATAMIENTO ECONOMICO DE LO INCIERTO

El objeto de esta obra es presentar aquellos instrumentos que se
puedan emplear en la preparacion de decisiones de caricter econémico
cuando el entorno no se puede medir en absoluto o sélo de manera insu-
ficiente. Encontraremos datos formales (exactos), datos aleatorios,
datos inciertos. Cada vez intentaremos emplear de la mejor manera
posible las informaciones disponibles, ricas o pobres. Esto nos llevard
a utilizar frecuentemente la subjetividad a falta de la tan deseada obje-
tividad,

Existen varias teorias que se refieren a la incertidumbre; incluso se
pueden imaginar un nimero infinito de ellas. Examinaremos solamente
unas cuantas, las més corrientes: la teoria de los errores, la teorfa de
los intervalos de confianza, la de los nimeros borrosos. Pero sobre todo
sefialaremos cémo aplicarlas a los fenémenos econémicos. Esto nos
permitird, a falta de ser més exactos, ser mds honestos como hemos
subrayado en varias ocasiones. Veremos que, en la incertidumbre, la
nocién de optimizacién tiene mucha menos fuerza pero en cambio
resulta muy util; veremos que los problemas reales son multicriterios,
pues un sistema de intenciones raramente se resume en una funcién
econdmica Unica. Buscaremos también estrategias adecuadas para redu-
cir un desorden nacido de datos inciertos. En fin, intentaremos modeli-
zar lo econémico, lo mds cerca posible de la realidad con los conoci-
mientos de que se dispone en la actualidad.

No haremos referencia a la teoria de las probabilidades ya que todos
los cientificos la conocen y saben aplicarla. No presentaremos como
competidoras la teoria de probabilidades y las teorias que hacen refe-
rencia a los fenémenos en un universo incierto. La estadfstica, las pro-
babilidades, los errores, los intervalos de confianza, lo borroso; todo
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esto forma un todo que hay que saber utilizar convenientemente. La
medida permite construir modelos més fiables, pero a condicién de que
la medida en s{ misma sea fiable. A falta de medida, examinaremos la
“valuacién”. A falta de pan, buenas son tortas,

Es evidente que lo ideal en cada ciencia es la objetividad, pero la
realidad nos obliga dia a difa a tener en cuenta las informaciones acce-
sibles menos seguras, pero utilizables en nuestros razonamientos y er
los ordenadores.



Errores y aproximaciones

SUMA DE NUMEROS IMPRECISOS

Vamos a recordar una teorfa bastante antigua que hace referencia
al cilculo numérico, aunque quizi la palabra teorfa sea demasiado
ambiciosa. Sin embargo, esta “‘teoria” nos permitird mds adelante poner
de manifiesto las raices histéricas de procesos mds ambiciosos y mejor
adaptados a la incertidumbre, a casos mds generales de un universo
incierto.

Supongamos un nimero A al que llamaremos “valor central estima-
do”. Este nlimero hace referencia a una medida o una estimacién subje-
tiva. Como no estamos seguros que el nimero A representa exactamente
la medida del objeto (real o abstracto), vamos a adscribirle un “‘error
posible” A A que puede ser positivo o negativo. Asi' A £ A A representard
el subconjunto de los valores posibles desde A — A A hasta A + A A don-
de A es el valor central y A A una desviacién positiva por hipétesis. Nos
encontramos pues ante una magnitud imprecisa que designaremos por
una letra cursiva y tres magnitudes.

2.1 A=(A-AA A A+AA)

Como se podrd observar hemos utilizado una notacién mas moderna
que la habitual para los cdlculos con niimeros imprecisos. Vamos a exami-
nar, primero, cdmo se realizan operaciones con niimeros imprecisos tales
como 7t . Veamos la suma:

2.2 A=(A-AA A A+AA)
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23 B =(B-AB,B,B+AB)

Designaremos por (+) la suma de estos dos ndmeros imprecisos. Pri-
mero, por hipdtesis, escribiremos que A + B es el valor central del resul-
tado. Si el valor m4s bajo que puede tomar AesA-—AA yelde B es
B — A B el valor mds bajo que podr4 alcanzar A& (+) B serd A + B —
— A A — A B. El mismo razonamiento nos lleva a tomar como valor mis
alto de & (+) B, el valor A + B + A A + A B. Escribiremos pues:

24 AMHB=(A-AAAA+AA(H(B-AB,B,B+AB)=
=(A+B-AA—-AB,A+B,A+B+AA+AB)

Vamos a precisar ahora a qué conjunto de nimeros ligaremos A, B,
A Ay A B: Ay B serdn nimeros reales, es decir, A € R y B € R mientras
que, por hipotesis, A A y A B serdn reales no negativos: A A € R' y
ABE€ER'

Veamos un primer ejemplo numérico. Dados:

2.5 #A=(3,5,7) con A5=2
2.6 B=(6,7,8 con A7=1
se deduce que:

27 AHB=3B,57DH)(6,7,8=03B+6,5+7,7+8)
" =(9,12,15) con Al12=3

De manera més detallada:

2.8 A=(5-2,55+2)

2.9 P=(7-1,7,7+1

2.10 ABB=G5+7-2-1,5+7,5+7+2+1)
=(9,12,15) -

Consideremos ahora niimeros que no sean forzosamente positivos:

2.11 A =(-5,-3,-1) con A(=3)=2
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2.12 B =(-2,1,4) con Al1=3
2.13 AR PB=(-5-2,-3+1,—-1+4)
=(-7,-2,3) con A(-2)=5

Busquemos algunas propiedades relativas a los nimeros inciertos 4 y

y a su suma.

Es evidente que la suma es conmutativa. Fdcilmente se demuestra que
es también asociativa.

2.14 (AHB)(+H C=(A+B-—AA—AB,A+B,
A+B+AA+AB)(H)(C-AC,C,C+ACQ)=
=(A+B+C—-AA-AB-AC,A+B+C,
A+B+C+AA+AB+ACQ)

2.15 ABDBHC)=(A-AAAA+DA)D)
()(B+C—AB-AC,B+C,B+C+AB+AC)
=(A+B+C-AA-AB-AC,A+B+C,
A+B+C+AA+AB+ACQ)

Esta suma posee un neutro:
2.16 0=(0,0,0) , AO=0
2.17 AB0=0(+) A=A

La suma de ntimeros imprecisos tales como #& tiene pues la estructura
de un monoide conmutativo cuyo neutro es el nimero 0. Se observa que
un ‘“‘ndimero preciso”’
2.18 A=(AAA) , AA=0

es un caso particular de un niimero impreciso en donde A A =0,
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OBTENCION DE LA DIFERENCIA. CARACTERISTICAS

Definamos ahora #& (~) 33 . Volvamos a (2.2) y (2.3). Al valor pe-
queiio de A& hay que restarle el valor grande de B3 . Al valor grande
de A& hay que restarle e] valor pequefio de 3 ; en cuanto al valor central
es igual a A — B. De ello resulta:

2.19 A P=(A-AA A A+AA)(-)(B-AB,B,B+AB)
=(A-AA-(B+AB),A-B,A+AA - (B-AB)
=(A-B—-AA-AB,A-B,A-B+AA+AB)

De donde se deduce:
2.20 A(A-B)y=AA+AB

las desviaciones se suman cuando se restan los valores centrales,

Veamos un ejemplo numérico:

2.21 A =(4,6,8) A6=2
2.22 B=(-1,2,59) A2=3
2.23 A B=(4,6,8)(-)(-1,2,5)

=(4-56-2,8—(-1)
=(-1,4,9) A4=5

La diferencia de nimeros imprecisos no posee una propiedad conocida
que tienen los nimeros precisos, como es:

2.24 A-A=0
Con los niimeros imprecisos, no ocurre lo mismo:
225 A=(A—AA A A+ARA)

226 A (D) A=(A-AAAA+AA)(D)(A-AAAA+AA)=
=(0=-2AA,0,0+2AA)=
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=(—2AA,0,2AA) , AO0O=2AA

No solamente el resultado no es (0, 0, 0), es decir 0, sino que la desvia-
cién A 0 depende de A.
Definiremos también el complemento de A&

227 A =(0,0,0)(-)(A—AA A A+AA)
=(-A-AA —A —A+AA)
228 y A (DA =(A-AAAA+AAN D)
(H)(~A-AA, ~A —A+AA)=
=(=2AA,0,2AA)

MULTIPLICACION DE NUMEROS IMPRECISOS EN R" Y R

La multiplicacién comportard problemas mds dificiles si nos situamos
en R en lugar de R*. Veamos primero lo que sucede en R*,

229 A () B =(A—AAAA+AA)()(B—AB,B,B+AB)
=[{(A—AA).(B—AB),A-B,(A+AA)-(B+AB)]
=[(A-B—B-AA~A-AB+AA.AB),A.B,

(A-B+B-AA+A-AB+AA.AB)]

Como puede observarse es necesario distinguir ahora la desviacion a la
izquierda de la desviaci6n a la derecha,

230 AyA-B=B-AA+A-AB-AA.AB"
231 A4A-B=B.AA+A.AB+AA.AB
Esta falta de simetria nos llevard a considerar nimeros imprecisos en

los que la desviaci6n a la izquierda puede ser diferente de la desviacién a
la derecha.
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Volvamos al inicio del presente capitulo, esta vez con la nocién de
desviacion a la jzquierda A, y desviacién a la derecha Ay que pueden
ser diferentes.

232 A =(A-DA A A+DGA), AyAZ0 , AAZO

y continuaremos llamando A al valor central, abusando del lenguaje y
para mas comodidad,
Se obtendrd, esta vez, al ser:

2.33 $B=(B-AyB,B,B+A4B) :

234 AH B=(A+B-A;A-AB A+B A+B+A4A+A4B)
Ay (A +B)=AyA+A,B
Ag (A +B)=A4A +A4B

Veamos un ejemplo:
235 A =(-3,2,4) , A2=5, N2=2
B=(,57 , AS=4, Ng5=2
236 ABDPB=Q2+5-5-42+52+5+2+2)
=(=2,7,11) AT=9 , AgT=4

Es facil comprobar que la suma continta siendo conmutativa y asocia-
tiva, El neutro también es (0, 0, 0) y la estructura es la de un monoide
conmutativo, Pasemos a la sustraccion:

237 A(D)B=(A-B-A)A—AgB,A~B,A—B+A4A+AB)
Ay (A —B)=AyA + 4B
Ad (A — B) = AdA +AyB
Veamos un ejemplo:

2-38 ﬁ=(_3;—1’6) i Ay (_1)=2 ’ Ad(_l):7
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239 B=(-4,1,3) , Ay (D=5 , [g(1)=2
240 A()B=(-1-1-2-2,-1-1,-1-1+7+5)
= (-6, -2, 10)
Se tiene evidentemente:

241 A(-)A #(0,0,0)

excepto cuando AyA=0 y A4A=0

242 A =(—A—DgA,—A, -A + Ay A)

Asf, para /& dado por (2.38)
243 A =(1-7,1,1+2)
=(-6,1,3)

244 A (+) A =(-3,-1,6)(H) (=6, 1,3)

=(-9,0,9) , A,0=9 , A0=9
Pasemos a la multiplicacién en R*

245 A()B=(A-D0/A, A A+2gA)()(B—AyB,B,B+AyB)
=(A-B—B-AyA—A.AyB+A/A-AB,A-B,
A-B+B-AgA +A.AgB+A4A - AgB),
Ay(A-B)=B-AyA+'A-AyB—A/A-AyB,
Ag(A -B)=B-AgA + A -AgB + A4A - A4B

Veamos un ejemplo:
246 A=(3,8,9) A8=5, A8=1
247 PB=@4,5,7) AS=1, AgS5=2

248 A)B=(5-8-8.-1-5.5+5.1,5.8,5-8+8.2+
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+5.14+1.2)
=(12, 40, 63)

Veamos lo que sucede cuando nos situamos de manera mas general en
R en vez de R*. La férmula serd algo més complicada, Para mayor clari-
dad empecemos con un ejemplo:
249 #& =(-3,5,8) , AS=8 , Ng5=3

250 B =(-2,-1,4) , A=) =1, Dg(-1)=5

Primero se tiene que calcular #& () 3, razonando directamente con
los propios nimeros. El valor inferior del producto vendrd dado por:

2.51 MIN[(=3)-(=2),(8) - (-2),(-3) - (4, (8) - (9]
= MIN (6, —16, —-12,32) = —16
De la misma manera el valor superior serd dado por:
2.52 MAX (6, -16,-12,32) =32
Tendremos:
253 A()B=(-16,-5,32) , A(-5) =11 , Ag(=5)=37
Ahora, en R, obtendremos la férmula general. Pongamos:
254 A= {(A-AyA)-(B—AyB) , (A—AyA)-(B+AgB),
(A +204A) - (B-AyB) , (A+A4A)-(B+Ay4B)}

2.55 MIN (kep) dar4 el valor mds bajo
k

2,56 MAX (k €A) dard el valor miés alto
k

257 A'B dar4 el valor central

Apliquemos estas formulas a (2.49) y (2.50):
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2.58 A= {(5-8)-(=1—1),(5—8)-(=1+5),(5 +3)-(~1 =1),
(5+3).- (=145} = {6,~12,-16,32}

259 MINA=-16

2.60 MAX A= 32

261 A () B=(-16,-5,32) |

Se constata directamente que (.) es conmutativo en R.
Es facil comprobar la distributividad en R (1). El neutro para (.) es
(1,1, 1) =1y se tiene también un monoide conmutativo.

DIVISION DE NUMEROS IMPRECISOS. PROPIEDADES

Vamos a definir el inverso & en R§ de la manera siguiente:

1
2,62 A =< A>0

1
A+0A 7 A A—A,,A>’

A<1 o A<1 B 1
"\ A A+ha T T\ A A AA

Observemos que, en R, la inversa no siempre se halla definida. En
efecto:

263 £ =(-2,3,5)

La inversa de 3 es 1/3,lade —2es —1/2 y lade Ses 1/5.

Al tomar la inversa de todos los niimeros desde —1/2 hasta 1/5, se
pasar4 por el nimero O cuya inversa va de — % a + % por lo que no se
puede obtener un nimero impreciso de la forma (A — AyA, A, A +
+ AgA). Nos limitamos pues, para la inversa, a los casos de niimeros
positivos.

(1) Ver, pot ejemplo: A, Kaufmanny M.M, Gupta, Introduction to fuzzy arithmetic,
Ed. Van Nostrard-Reinhald, 1985,
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Veamos la divisién en R*:
264 () PB =(A-AyA, A, A+AgA)(:) (B—AyB, B, B+ AyB)

(A—AyA A A+AdA>

bl >

B +4Ay4B B B-—AyB
Donde se supone que B > 0 (lo que entrafia que AyB < B). Se puede
escribir, siempre para Ry:

265 A (YA = (———A_AYA 1 ———A_AdA>

A+D4A T T AHNA
exceptosi & = (A, A, A) =A

También es interesante plantear la cuestioén de distributividad existen-
te entre (+) y ().
Se puede ya eliminar la distributividad:

266 A(H(BOC) =(ADB)O(AM C)

ya que no existe para los niimeros reales.
En cuanto a la otra distributividad, s{ se verifica cuando nos situamos
en R*.

267 AN(BHC) =(AO)BYH (A C)

Podemos comprobar a través de un contragjemplo que no siempre se
verifica en R,

EL TRANSITO AL CALCULO DE ERRORES

Se pasa del concepto de niimero incierto al relativo al cdlculo de erro-
res de la manera siguiente. Si admitimos que AyA y AgA son suficiente-
mente pequeflos con relacion a A, se llamard Ay A “error absoluto a la
izquierda” en relacién a A, y AgA “error absoluto a la derecha” en rela-
cidnaA.

Si AyA y AgA son suficientemente pequefios, se desprecian
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Ay A - AgA. ante Ay A y AgA, lo que permite simplificar diversas férmu-
las, y en particular (2.45). Asf escribiremos:

268 A()B=(A-B-B-A,A—A-AB,A-B,A-B+
+ B A4A + A - AyB),
AA, DA<A , AB, AB<B

En la teorra de los errores se han introducido los “errores relativos” es
decir AyA/A y AyA/A llamados “error relativo a la izquierda” y “error
relativo a la derecha” en relacién a A. Esta nocidn es particularmente util
para el producto y el cociente, en que se tiene:

Ay (A -B DA DB
2.69 AGRL -,
A-B A B
Ag(A-B)  AgA | AgB
2.70 «AB) _ LaA | A
A-B A B
. by (M) _ AA AB
A/B A B
Ag (A/B MgA OB
2.72 s W8 Lah b
A/B A B

Observamos en ambos casos, que los errores relativos se suman
siempre.

En la teoria de los errores, se consideran frecuentemente las desviacio-
nes a la izquierda iguales a las desviaciones a la derecha y las desviaciones
relativas AA/A se expresan en tanto por ciento.

Vamos a limitar a lo expuesto la referencia a los errores absolutos y
relativos, habida cuenta de que se trata de un campo muy conocido. Esta
referencia no tiene otra finalidad que el establecer una introduccion a los
aspectos que van a ser tratados seguidamente, los cuales son menos cono-
cidos y utilizados.



Intervalos de confianza

NOCION DE INTERVALO DE CONFIANZA.
OPERACIONES ELEMENTALES

En R se llama segmento a un intervalo cerrado a la izquierda y cerrado
a la derecha. Asi, el subconjunto de R:

3.1 A= [a;,a;) , ay<a; , aj,a; €R

es un segmento de R,

Si se supone ahora que la Gnica informacién de que se dispone en rela-
cién a una magnitud es que es mayor o igual a ay, y menor o igual a a,,
se podré decir que el segmento A es el “intervalo de confianza” relativo a
la magnitud considerada.

Vamos a examinar las propiedades del 4lgebra de los intervalos de con-
fianza.

Igualdad de dos intervalos de confianza:

3.2 (a1 =by y a;=by)=([ay,a]=[by, b;])
Suma de intervalos de confianza:

3.3 Val,az,bl, bz €R:
[a1,a2](F) [by, by =[a; +by , a; +b,]

Como puede observarse sigue utilizindose aquf el simbolo (+).
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Sustraccion:
34 Vay,az,b;, by €R
[a;,a2] (=) [by, b2l =[a; —b; , a; —by]

Se escribirdn los intervalos de confianza con letras mayusculas tales
como A, B, C, ...
El complemento de A, que se escribe A es:

3.5 A =[-a,, —a;]

Se podri escribir que:

3.6 A A =[a;,a](P)[-a , —ay]=[a; —a; , 2, —a;]
#0

excepto si A se reduce a un punto de R.
Cuando un intervalo de confianza se reduce a un punto de R, se escribe:

3.7 A=[aa]l=a

por lo que se obtiene entonces un real.
Es fdcil demostrar que la operaci6n (+) en los intervalos de confianza
es conmutativa, asociativa y posee como neutro:

3.8 [0,0]=0

Asi, los intervalos de confianza forman un monoide conmutativo en
R. Se tiene pues:

3.9 [ar , a2](H)[by , ba]=[by , ba](+)[a; , ;]
3.10 lar 5 a2 ] (H)([by , b2](H) [er , 2] =

=([a1 , 2](H[br, b2 (H)[er , ca]
3.11 la1 . a2](H)[0, O]=[a) , a2] , y

[0, 0}(P)[ay , az]=[a1 , a2]
Por lo deducido de (3.6) los intervalos de confianza no forman un
grupo para la adici6n.
Naturalmente, la sustraccion no es ni conmutativa, ni asociativa,
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Multiplicacion:

La multiplicacién exige una mayor atencién. Primero, la conside-
raremos en R,

3.12 V a, ,a; ,b; ,b, €R”
[a1, 2] () [by,b2]=[ar by, 22 + ba]
En R resulta mids complicado.
3.13 [a1 ,22] () [by,b2]=
=[MIN (a; -b; ,a; - by ,a; - by ;a5 - by),
MAX (a; - by ,a; - by ,a; - by ,a, - b))

La inversa de un intervalo de confianza A se escribe A~ y proporciona
+
enR™:

1 1
-1 | — N ap,a; <0 , 0 bien
3.14 A [a2 Y ] > ay,a, >0

y de manera mds general en R:

1 4 A4
3.15 A7 = | MIN , , MAX )
a; :b) a a2

Se puede observar que:
3.16 A()AT #1

excepto si A se reduce a un real.

Se demuestra facilmente la asociatividad en R para (.) bien a partir de
(3.13), o examinando todos los casos posibles,

Asf, los intervalos de confianza forman en R un monoide conmutativo
cuyo neutro es:

3.17 [1,1]1=1
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Divisién:
Se considerard la divisién de A por B como la multiplicacién de A por
B!
3.18 A(G)B=A()B!

y recurriremos a las férmulas (3 13) y (3.15) para el caso de R y a las
(3.12) y, (3.14) para el caso de R,
En R* se escribird:

| |
3.19 [a;, 2] () [br,b2]=[a1,2,]() [_ ,
b, by
A 2
b, b
ALGUNOS EJEMPLOS
Antes de seguir adelante veamos algunos ejemplos:
3.20
3.21 A=[-3,5] B=[2,7] C=[-4,-2]
3.22
3.23 A(HB=[-3,51(H [2,7]=[-1,12
3.24 A(-)B=[-3,5]1()[2,71=[-3,5]1(H[-7,-2]
=[-10, 3]
A =[-5,3]
3.25 A(H)BH)C=[-3,51(D[2,7](H)[-4,-2]

=[3+2-4,5+7-2]
=[5, 10]
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326 A()B =[-3,510)[2,7]
=[MIN((-3)-(2),(-3)- (1) ,(5)- (). (5)- (M,
MAX((=3)-(2) - (=3) - (1), (5) - (2) .(5) - (M]
= [MIN (=6, —21, 10, 35) , MAX (—6, —21, 10, 35)]
=[-21, 35]

327 C' =[-4,-2]"

329 (AMBY)C =(-3,51(N[2.7D()[-4,-2]
=[-1,12]1() [-4, -2]
=[MIN (4,2,-48,-24), MAX (4,2, —48, —24)]
=[-48,4]

3.30 AN B0 =
=([-3,510)[-4, 2D (D (2, 71O [-4, 2D
=[-20, 121 (+) [-28 , —4]
=[-48, 8]
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Como se puede observar, la distributividad de (.) con (+) es vdlida s6lo
en R”,

MULTIPLICACION Y DIVISION POR UN REAL

Multiplicacién por un miimero real:

3.31 Sea: K eR
Yy

3.32 A=[a,,ag] 5 a; , a2 € R
entonces

333 K.-A =[MIN(K-a, ,K-a;), MAX(K - a; ,K - ;)]

3.34
3.35

Asi, paraK = -3 y A=[-3,5]:
336 KA =[MIN((-3)-(=3),(-3)-(5),

MAX ((=3) - (=3) . (=3) - (9))]
=[MIN(9,-15) , MAX(9,-15)]
=[-15,9]

También podemos escribir:

337 K-A=K.[a;,a;] = [K-a; ,K-a,] siK=0

Divisién por un ntimero real:

1
Si se establece que K’ = E nos hallamos de nuevo en el supuesto de la

multiplicacién suponiendo K # 0,

COMPARACION ENTRE DOS INTERVALOS DE CONFIANZA

Los intervalos de confianza A C R no forman como R un orden total,
sino un orden parcial. As{:
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3.38 [-3, 4] no puede ser comparado con [-2, 3]

Para pasar de un orden parcial a un orden total es necesario establecer
de manera arbitraria un criterio, y si con uno no basta, recurriremos a
otro.

Tomemos como primer criterio la suma de las abscisas de los extremos
o bien la abscisa de la posicién media:

a; +a,

3.39 A(a; ,2]) = >
Se escribird entonces:

a1+a2 > b1+b2
2 2

340 A>B si

y si a; +a, =b; +by,es preciso adoptar otro criterio, como por
ejemplo:

341 A>B si :%) >b2

y agta; =b; tb,
o bien:
342 A>B si a; > b

y a; +a; =b; +b,
3.43 Sise tiene que a; = b, y a,=b,

Ay B son entonces comparables y tenemos A > B,

Veamos algunos ejemplos:

3.44
3.46 ~1+7 1+8

347 7\A=—2—=3 , AB= 3

4.5
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348 A<B para (3.43) y para(3.40)

3.49 —r_ =[—

3.50 A_[ 3)6] ’ B [ 1)5]

3.51 _ —3+6 _ i+
352 AA= 5 =15 AB= > =2

353 A<B para(3.40)
3.54

3.55 A=[_3v6] ’ B=[—2r5]
3.56 - 3+6 — 245
3.57 )\A———z—— =15, AB 3 = 1.5

El criterio (3.40) no los ha separado. Si se toma el criterio (3.41) ten-
dremos:

358 A>B

Es evidente que estos criterios son arbitrarios, pero son generalmente
aceptados,

MAXIMOS Y MINIMOS

También podemos definir un minimo y un mdximo. Utilicemos el
simbolo A para el minimo de dos reales y V para el maximo.
Se escribird:

3.59 A(/\)B=[a1 ,az] (A) [bl ,b2]=[a1 Abl , 32 Abz]
360 AM)B=[a;,a;] (V) [by,by]=[a, Vb , a, Vb,]

Por ello:

3.61

Yen A=[-4,61 ,  B=[2,5]
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363 AMNB=[(-4A2,6A5]=[-4,5]
364 AMB=[(-4)V2,6V5]=][2,6]

Se verifica facilmente que las operaciones A (A) B asi como A (V) B
son conmutativas, asociativas y distributivas y forman un reticulo distri-
butivo.

También se verifica:
365 (ANBHC=AHOONBMHO)
366 (AM)B)(HC=AHOMBHO)
367 (A(NB) () C=(A ()OM®B () C)enR"
368 (AMMB () C=(A () OMB()C)enR"

Nos hemos limitado a las propiedades principales,

Veamos ahora el supuesto en que los intervalos de confianza se hallan
definidos en Z (conjunto de enteros relativos) en lugar de R (conjunto de
reales),

En Z, se definird un intervalo de confianza por todos los enteros que
existan entre su valor bajo y su valor alto, Asi:

369 A=[-3,4]= {-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

Las operaciones definidas en R también estaran definidas en Z, No se
plantea ningiin problema concreto para los operadores (+), (A) y (V); en
cambio, para el operador (), es necesario precisar que el resultado de la
multiplicacién comprenderd todos los enteros existentes en el intet.alo
de confianza formado por el producto,

Asi dado:
3.70 _ —
3.71 A_[—2:3] B_[S>9]

se tendra:
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372 A()B={-2,31 () [5,9]
={-18,27]
= {-18,-17,-16, ..25,26,27}
Y no solamente los productos de los enteros de A y de B.

En cuanto a la division (:), la descartaremos, ya que hace que el resul-
tado salga de Z para situarse en R.
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Numeros borrosos

EL NUMERO BORROSO COMO GENERALIZACION
DE LOS INTERVALOS DE CONFIANZA

Un niimero borroso se halla formado por una secuencia finita o infini-
ta de intervalos de confianza con las siguientes propiedades:

I) Se afecta a cada intervalo de confianza un valor ae [0, 1], de tal
manera que dos intervalos de confianza diferentes no puedan tener el
mismo valor «. Este valor se llama “nivel de presuncion”,

2) Se designa por Ag = [al(a) , 3, ®] el intervalo de confianza de
nivel a, Se debe cumplir:

4,1 (@<a) = (A,D2A,)) , «de[0,1]

Dicho de otra manera, los intervalos de confianza deben encajarse,
estrictamente o no, los unos con los otros,

3) Existe un intervalo y sélo uno que puede reducirse a un real
Unico.

Asi A, es una aplicacion funcional en .

Un niimero borroso serd representado por una mayascula A, con un
simbolo ~ (tilde) debajo, o sea A . El intervalo de confianza de nivel a
serd designado por A , y lo llamaremos también “a-corte de A”.

La figura 4.1 representa un nimero borroso y uno de sus a-cortes,

Como puede observarse el concepto de nimero borroso es una genera-
lizacién del concepto de intervalo de confianza. En lugar de un Gnico in-
tervalo de confianza, consideramos una familia que satisface las condicio-
nes 1), 2) y 3) expresadas anteriormente.
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\J

xeR

FIGURA 4.1

En la figura 4.2, se ha representado un niimero borroso en Z, tomando
11 a-cortes, =0, 0.1, 0.2, ..., 0.9, 1 (los niveles de presuncion vienen da-
dos con 1 decimal, pero pueden tomarse tantos a-cortes como sean ne-

cesarios).

FIGURA 4.2
@
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Un n@imero borroso se puede presentar de dos maneras:
1) A cada nivel « se le asigna el intervalo de confianza:

4.2 Vae[0,1]
Aa = [31 (@) , 4, (a)]
2) Otra manera consiste en designar mediante ¢ (x) la funcion que
representa los niveles del nimero borroso para cada valor de x € R (even-

tualmente € Z). Para ello, hay que dar la funcion u; (x) a la izquierda y
la funcion g, (x) a la derecha tomando una x tal que:

M (x)= up, (x)=1 (D

Veamos un ejemplo (fig. 4.3)

4‘#(::)

xX1=4a -1

X2=-3atbd

|
|
|
|
|
|
I
I
3

FIGURA 4.3

(1) Si x es tnico, el nimero borroso se llama unimodal,
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La funciéon u(x) serd:

YV x € R:
4.3 px) =0
x + 1
- 4
X +6
R
=0

)

Al tomar el simbolo « en lugar de u, se obtendra el intervalo de con-
fianza de nivel & tomando la funci6n inversa de ¢ primero en la parte
izquierda de A para obtener a;(a) y luego en la parte derecha para obte-

ner a, (@), es decir:

44 Ag=[a (@, 3, (@] =[4a—1, —3a+6]

Las dos maneras de representar mediante una férmula el nimero bo-

troso A, o sea (4.3) v (4.4), son equivalentes.
Veamos otro ejemplo (figura 4.4):

FIGURA 4.4

az{a}
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4.5 u(x) =0

’

47

H<x

De aqui se obtienen los intervalos de confianza en funcién del nivel

a (es decir de u):

46  Ag

=[a; (@) , a; ()]

=[2+4va, 11-50*] , ae[0,1]

OPERACIONES ELEMENTALES CON NUMEROS BORROSOS

Veamos ahora las diversas y principales operaciones que podemos
realizar con los nimeros borrosos. Son las mismas que pueden hacerse
con los intervalos de confianza tomdndolas nivel por nivel. Basta con
recordar lo que se ha explicado en el capitulo anterior y definirlo para

cada nivel a.

Igualdad de dos nlimeros borrosos.

48 Vael[0,1] :
Ay =By

es decir:

[a1 (@, 2 (@] = [by (a), b, (a)]

se escribe:

49 A=B
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Suma de ntimeros borrosos:
4,10 V ael0,1]

[a1 (@), 22 (@)] () [by (@), by ()]
=[ay (@ +by (@) , 22 (a) + by (¥)]
Se escribe:
41 A(HB

Pero se puede utilizar otra formula considerando las funciones u(x)
osea: upa(x)y up(x):
V x,y,2zeR
Ma (1) 8(2) = z=V

X+y

412
( u,OA uy(y)

Los simbolos A y V representan respectivamente: A el minimo y V el
Ifmite superior 0 maximo,

| FIGURA 4.5
3
Hplx), pplx), Hppgyplox)
SR | S - e ———
i 7 \\
) é\ / 4—/,% \ Al+)B
/7 \
4.5 \\
4 7 \
1 /7 \
- / \
417
A/ S -
o x
Aq
B o

Ag (+)Bgy
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La figura 4,5 pone de manifiesto de manera explicita como construir
A (+) B nivel a nivel. Se observa que la anchura aumenta cuando se su-
man los nimeros borrosos, lo cual es evidente, ya que se suman precisa-
mente las anchuras,

Para demostrar las formulas (4,10) y (4.12), vamos a volver a la repre-
sentacion dada en la figura 4.2, considerando que se toman todos los
niveles a € [0, 1]. La presencia de un 1 en una linea para un valor de x
significa que, para el nivel de esta linea X € [a;(«) , a, ()], la presencia de
un 0 (no representado) significa x ¢ [a; (), a; (®)]. Se puede entonces
escribirlo simbolicamente,

Un niimero borroso A puede escribirse de esta manera:

4.13 A=Va-A,=Va-[a(a),a ()]
~oa «
Se conviene que:
4.14 /u'Aa(x) =1 si xe€ [al (a) ’ a2(‘1)]
=0 si xéfa(® , 2 ()]
Consideremos ahora un segundo nimero borroso:

4,15 B=Ua B, =Ua,.[b(a) , by(a)]
~ LN

Siempre por convenio:
4,16 mBy(x) =1 si xe[bi(e) , by(a)]
=0 si x¢[b(a) , by(a)]

Consideremos ahora la formula (4.12) y apliquemos esta férmula a
todos los niveles a:

4,17 YV x,v,2 €eR , Yael0,1]:

#Aa(-}') BQ(Z) = v y ( #Aa(x)/\ /uBa(Y))

z=X+

Para todos los valores de x y de y tales como yAa(x) y ,uBa(y) el

segundo miembro de (4,17) toma el valor 1, en el caso contrario 'uAa(X)
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ylo yBa(y), toma el valor 0. Como se exige que z = x + y, podemos es-
- cribir:
418  z=[aj(®) + bi(a) , ay(e) + by(x)]

A partir de lo cual, se puede escribir:
419 A(H)B=Ua.[a(0)+bi(e) , ay(e) + by(a)]
@

Lo que pone de manifiesto la equivalencia de las dos férmulas (4.10)
y (4.12).

Hemos dado un ejemplo de la suma en R, Vamos a exponer ahora un
ejemplo de suma en Z.

Supongamos la figura 4.6:

FIGURA 4.6
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Vamos a rehacer el mismo célculo con la ayuda de (4,12):
/‘Q(+)§(“2) = ,uQ(Z) A pp(~4) =0 A0=0,
iy 1yp D = C DA g3V DAy (-4)
=(0A3)V(1A0)=0,
4.20
@ = (DA gDV (s B)A py(-3)
VO (OA pg(-4) =

=(O0AHV(IA3)V(4A0)=
#apD=C @A u IV, B)A pg(-2)

V( @A ME(J))V( (SN py(—4) =

=0A6)V(IAHV(4A3)V(5A0=23

Dejamos que el lector siga haciendo los cdlculos como un ejercicio.
Conviene demostrar que, si A y B tienen las propiedades 2) y 3) en (4.1),
A (+) B también las tiene. Esto es inmediato si se emplea la presentacion
(3. 12). ASJ si A y B son niimeros borrosos, A (+) B, también lo es.

Las propxedades de suma de ntimeros borrosos son las mismas que las
de los intervalos de confianza.

4,21 A(H)B =B(H A conmutativa
422 AMBHBMHC=AHBH) O asociativa

El neutro es el real 0. El opuesto A™ no es el simétrico.
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4.23 AHA#0
Asf los niimeros borrosos forman un monoide conmutativoen Ry Z,
Sustraccion:
Se la define por:
Vael[0,1]:
424 Ay(9) By =[a1(@), (@] () [by(@) , ba(e)]
=[ay(a) — by(e), a;(@) — by (a)]
o también por la férmula:
VYV x,y,zeR:

4.25 H(—yp (D = \x/y ( #Q(x)/\ HE(Y))

podemos considerar la resta como la suma con el opuesto:

426 A(-)B=AME

- Veamos un ejemplo de sustraccion (fig. 4.7). No puede sorprendernos
que la incertidumbre aumente; ninguna operacién puede disminuir la in-
certidumbre si esta operacion es general.

FIGURA 4,7 A
u
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La resta se define en R y Z pero no en R* y N ya que con ella se puede
salir de R* o N. Evidentemente, no es ni asociativa ni conmutativa.

Multiplicacién de niimeros borrosos:

La multiplicacién de nimeros borrosos en R sigue las mismas normas
que la de los intervalos de confianza en R.

X aef0,1]:
427 A,()B, =[MIN(a;(@).bi(@),a().bs(e),
a2(@) . b1 (@), a,(a) . by (),
MAX (a;(a) . by(@) , a,(a) . by(a),
a,(®) . by (@) , a,() . by ()}

que se reduce en R* a:

428 A()B =[2,(®) . 2 (@)] () [b1(a) , b2 ()]
=[a;(®) . by (@) , 2;(a) . by(a)]

La formula siguiente es equivalente a (4.27):
Vx,y,zeR:

4.29 ta(yp® = \x/y (4, OA pg())

Como consecuencia de (4.27), los cdlculos resultan bastante complica-
dos en R, por ello el recurso a los ordenadores es importante.

Queda por demostrar a partir de (4.27) quesiAy B son numeros bo-
rrosos, también lo es el producto A (.) B. Es facil si tomamos un o' <a,
ya que el valor bajo de (4.27) no puede ser sino mds pequeiio o igual,
mientras que el valor elevado s6lo puede ser mayor. Por otra parte, se
satisface automdticamente la condicidon 3) va que existe por lo menos
lefa;(1),a,(1)] ¥y 1€[by(1), by (D]

La multiplicacién de nimeros borrosos es conmutativa y asociativa
en R, El neutro es el real 1. Es pues un monoide conmutativo en R, Para
simplificar veamos un ejemplo en R*,
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Supongamos que:
VYV ae[0,1]
430 Ay =[at+2,-2a+5]
4.3] By=[2a+3,-a+6]
4.32 Ay ()By=[(e+2).2a+3),(-2a+5). (~a+6)]

=[Ra*+7a+6 , 20* — 170+ 30]

Como puede observarse, la separacidon aumenta mucho; la multiplica-
cion actia fuertemente sobre la incertidumbre. Asi, al nivel 0, el mas
bajo:

4.33

4.34 A =[2,5], B =[3,6], A () B =[6,30]
4.35 =0 ®=0 ®=0 =0

Las propiedades mds importantes se pueden resumir asi:

V A,B,CeR:
436  A()B=B()A conmutativa
437 (AOBOC=A0BMHO asociativa

4.38 IOA=A()] el neutro es 1

Como la distributividad de (.) con () es vélida solamente en R para
los intervalos de confianza, ocurre lo mismo con los nimeros borrosos.
La otra distributividad, la de (+) con (.) no es nunca vélida, ya que no lo
es para los reales,

Se define la inversa de A o sea A™! por:

VYV ae[0, 1]

S E Loy B vr e
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Se observa que:

440 A()AT#1

Divisién:

Se considera la division de A por B como la multiplicacién de A por
B!

~

YV aef0,1]
441 A,()B, =la1(a),a2(0)] () [bi(a), ba(e)]
_ [MIN (al(a) aj(@)  a(a) a(a) )
bi(e) " ba(@ " by(a) " by(e) /
MAX(al(a) ag(e)  ax(@) a(®) )]
bi(@ * ba(e) * by(e)  by(a)

En R*, resulta mas simple:
YV ael0, 1]

a,(®) a(®)
ba(@)  by(®

442 A,()B, = [

Se puede utilizar de nuevo la férmula:

Y x,y,z€eR: ‘
243 @= V(@A m)
=y

Tomemos un ejemplo A dado por (4.30) y B dado por (4.31),y ya
que estamos en R*:

a+2 2a+5
444 Ay()By=

—a+6  2a+3
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para a=0:

1 5
4.45 A () B = [ -, - ]
a=0 a=0 3 3
Multiplicacién y divisién por un real:
YV ae[0,1] , VkeR:

446  k.Ay,  =k.[a(®) , a(0)],
=[MIN (k.a;(a) , k.ay(a) ,
MAX (k.a;(0) , k.ap(a))]

447 Yae[0,1] , VkeR , k#0

.Aa=[MIN<—allSL) a’—@) ,MAX(al—@ , M)]

1
k k k k

DISTANCIA ENTRE DOS NUMEROS BORROSOS
Dados dos niimeros borrosos:
Vae[0,1]
448  Ay=[a(®) , ay(d)]
449 B, =[by(® , by(@)]
Primero se definird la distancia a la izquierda:

450 4 A.B= [ m@-bi@de

y luego la distancia a la derecha:

451  dp(A,B)= af:) lag (c) — by ()l d &
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y finalmente la distancia entre A y B por:

452 d(A,B)=d;(A,B)+dp (A,B)

FIGURA 4.8

En la figura 4.8, se representa la distancia a la izquierda por el irea
marcada por WWW y Ia distancia a la derecha por el 4rea ///////. Ei
drea total (que comprende, en el supuesto de la figura 4.8, una zona
rayada 2 veces) es la suma de las dos areas.

Veamos un ejemplo que sea ficil de calcular ya que los numeros
borrosos proporcionan tridngulos o trapecios (figura 4.9),

1 3
1.— 3.-
453  d;(A,B LA, >
' 1&.B=— 2 4
342 5
4.54 dD(é"B'):T =E
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5 5 15
4.55 d(ﬁ,’|\3)=z +—2‘=—4

H
2 4 o o

FIGURA 4.9

O también, al efectuar las integraciones:

4.56
4,57

4,58 o, (@) —by (@ =6a-5-Ra—-4)|=14a—1I

Ag=I[60—-5,-30a+4] ,By=[2a—-4,-4a+2]

4.59 jag (@) — by (@) =|-3a+4 - (—4a+2)=|a+2l

460 & (A,B= ' la-1da=
a=0

= fl/“ (—4a+1)dat+ f’ (da—1)da=
a=0 a=1/4
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IO

461 dp(A,B)= [' (@+2)da=
Q=0

SNV,

MINIMO Y MAXIMO DE DOS NUMEROS BORROSOS
Dados 2 nimeros borrosos:

Yael0,1];

M2 =l @, 4 @1, By = (b (@), b, @]

llamaremos “minimo” de A y B, al nimero borroso definido por:
Vv ael0,1]:
464 Ay(N By =[a1 (@),a: (@] (N [bs (a), bz (@)]
=[a (@ Ab1 (@) , a3 () A) by (9)]
o bien:

Vx,y,zeR:

V(0N 1)

zax/N\y

4.65 MA(/\)B(Z) =

59

De la misma manera, llamaremos “méximo” de A y B al niimero borroso

definido por:
YV ae[0,1]:

466  AL,(V)By =[a1 (&), 22 (@] (V) [by (@), ; ()]
=[a; (@ Vb, (&) , a; (®)Vb;(a)]
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o bien:
VXx,y,zeR:

4.67 #Q(V)B(ZF vv (,uQ(X)/\ ,UE(Y))

zaxVy

FIGURA 4,10

FIGURA 4,11
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Henm os representado un ejemplo en las figuras 4.10y 4.11.

0

-3 -2 -1

1

0

-2 -1

1

1

1

SR S

1

.8
.7

[].3].4] 1 ].e].8].8].5] 1]

BRDDDER

2

1

0

-4 -3 -2 -1

[o]a].3[1].9].8].5].2]0]0]0]

FIGURA 4.12
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La figura 4.12 pone de manifiesto como se calcula un minimo en Z;
de una manera paralela se obtendria el maximo.

Conviene aclarar el sentido de las palabras minimo y maximo que han
sido utilizadas, Los conceptos adecuados serdn “limite inferior” o “infe-
rium’” en vez de minimo y “limite superior” o “supremum” en lugar de
maximo. En efecto, los nlimeros borrosos no forman entre s{ un orden
total como los reales, sino un orden parcial. En la figura 4.10, vemos que
el “minimo” de A y B no es ni A ni B, sino un nimero borroso mas pe-
quefio que Ay mas pequeno que B

Asimismo, vemos en la figura 411 que el “maximo” de Ay de B no es
ni A ni B, sino un ndmero borroso mayor que A y mayor que B.

Serd necesario pues saber clasificar los nimeros borrosos en un orden
total, con la ayuda de un criterio correcto.

CLASIFICACION DE LOS NUMEROS BORROSOS
EN UN ORDEN TOTAL

Dados n nimeros borrosos A, A, ..., A, calculemos su méaximo:
468 Ay=AMA M ... A,

Para cada A; ,i=1, 2, ..., n, se obtendrdn las distancias d (A, A,,). El
numero A mas cercano a A serd considerado como el mayor. Se eli-
mina entonces el mayor, y se vuelve a iniciar el proceso con los que
quedan, y asf sucesivamente. Se obtiene un orden total que no es forzo-
samente estricto. Dos numeros borrosos pueden tener la minima distan-
cia d en relacién a un extremo superior sin que por ello tengan que ser
iguales,

En este caso, se puede emplear un segundo criterio (valor de la moda,
por ejemplo) y si es necesario un tercero,

Existe otro medio de realizar la clasificacion, Se toma un real que
constituya un Ifmite superior de todos los nimeros borrosos y se calcula
la distancia de cada nimero borroso a este real; se encontrara evidente-
mente el mismo orden,

Podemos tomar el orden al revés, buscando A vy calculando las dis-
tancias d (A A ). Se vuelve a encontrar el mismo orden total. También
se puede tomar como referencia un real, limite inferior de todos los A .

Los nimeros borrosos forman un reticulo distributivo para las opera-

ciones (A) y (V).
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FIGURA 4.13

Supongamos que se desean clasificar tres nimeros borrosos A, By C
(figura 4.13),
Elegimos de manera arbitraria el real 18. Tenemos:

19 +16 11 +16
d(A, 18)= ———— = 17.5,d, (A, 18)= ———— =13.5
~ 2 ~ 2
d (A, 18)=17.5+13.5=31
21+ 14 12+ 14
469  d,(B, 18)=———2— = 17.5,d, (B, 18) = ——— =13
d (B,18)=17.5+13 =305
22 +11 9411
d(C, 18)=——2—-—= 16.5,d, (C, 18) = = 10

d (C,18)=16.5+10=26.5

De lo que se deduce:
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4,70 d(g,l8)<d(§,l8)<d(é,18)
Es decir:
4.71 C>B>A

Es evidente que las formas triangulares facilitan en gran medida los
célculos,



Numeros borrosos
triangulares

CARACTERISTICAS Y REPRESENTACION DE UN N.B.T.

Los nimeros borrosos triangulares son aquellos cuyas funciones u
son lineales, Asf (figura 5,1):

V ael0,1]:

5.1 Ay= [(3(2) _ a(l)) a+ D , _(3(3) _ 3(2)) a+ 3(3)]

o también
VvV xeR:
5.2 sy (x) =0 , x<aM
_
=i ;o aD<x<a®
a(2) _ 4(H
- (3)
_ X ey < ®
a3) _

=0 , a¥<x
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I
|
|
|
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I
!
|
|
|

o“) 0 a") 0(3) aC

FIGURA 5.1

Salta a la vista que un nimero borroso triangular (en abreviacion
N.B.T.) queda perfectamente representado por los 3 niimeros all) a® y
a3 Se puede pues representar por:

53 A= (D 4@ 40
A 4@ 43 ¢ R

a1 < (D) < 43

Encontramos aquf de nuevo el concepto de nimero incierto definido en
(2.32), en donde ahora se distingue un nivel de presuncion igual a | para
el valor central y los niveles 0 para los extremos. Se vuelven a hallar las
mismas propiedades pero el lector observara en las diversas aplicaciones
la importancia que adquiere la introduccién del nivel de presuncion,

PROPIEDADES DE LOS N.B.T.
54 AMB = 61,2229 (H) W, b, 50
— (a(l) + b(l), a2 + b(2), a3 + b(3))
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5.5 (9B = (D) ~ b3 42 _p@ H3) _ 1)y

>

(3) 4@ _,(1)y

5.6

>

—a —a

Si Ay Bson NB.T, en cambio A () B; A() B,A', AN B,
A(V)B no son N.BT.
La multlpllcambn por un real k proporciona
57 k.A =k.@D,a® a®)=MIN(k.aD k),
k.a® MAX (k.aD k. a®)

yk.AesunNB.T,
Veamos algunos ejemplos:

5.8 éz(_2>6>8)) B=(—3,0,5), g=(2)4)8)
59  A(HB=(-56,13)

510  A(-)C=(-10,2,6)

Dado k = 3:

3A=(-6,18,24) , 3C=(6,12,24)
Dado k = -5:
5.13

T1a —SA=(-40,-30,10) , -5 C=(-40, -20, -10)

También se pueden considerar nidmeros borrosos trapezoidales (fi-
gura 5.2)

Se escribird para ellos:
5.15  A=(al1),a(®) a(®) a4)y

Las propiedades de los N.B.T. son ampliables sin dificultades a los
niimeros borrosos trapezoidales.
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FIGURA 5.2

NUMERO BORROSO L. R. DE DUBOIS Y PRADE

Es una interesante generalizacion del concepto de N.B.T.
Se establece una funcién de referencia:

5.16 VvV x'eR , yel0,1]:
p(x) =F (x) , =—=<x'<0
=1 , x'=0
=Fg(x") , 0<x'<eo

Se impone la condicién de que Fy(x') sea monétona creciente y
F4(x") mon6tona decreciente.

Ahora, a partir de y, vamos a construir un nimero borroso de la
siguiente manera.

A partir de p(x") se construye un niimero borroso (tig. 5.3 y 5.4):
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FIGURA 5.3

PARAMETRO A IZQUIERDA u, €0, &9
PARAMETRO A DERECHA v 4 €0, <]

FIGURA 5.4

VYV xeR: ¢
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X —m,
5.17 ,uA(x) =Fy<—_——) , —o<x<my
A u,

=1 s X =mp
X — Mgy
=Fy | — , my <x<oo
Va
Resulta ficil demostrar que de esta manera, para nimeros borrosos

que tengan la misma funcidn de referencia (5.16) pueden ser representa-
das de la siguiente manera:

5.18 A=(mp ,us,va)
St
519 B=(mg,ug,vp)
se tiene
é(+)§ =(my + mg ,uy tug,vy +vg)
A =(—my ,vs ,us)

A(-)B =(my —mg,us +vp,ug +v,a)

A =(k-mA,k-uA,k-vA) , k>0

=

=(k.mA,—kuA,—kVA) , k<0

81 Ay B son numeros borrosos L.R., no sucede lo mismo con A (.) B,
A()B A(NB,AV)B.
Senalemos finalmente, que para los N.B.T. la formula de distancia
d (A, 0) para los nimeros A resulta muy sencilla:

a) + 220 +,0)
520 d(A,0)= - enR*

y que es posible adaptarla, con las correspondientes modificaciones,
para R.



Numeros hibridos

ASOCIACION DE INCERTIDUMBRE Y AZAR

Los niimeros hibridos constituyen un medio para asociar datos borro-
sos (nimeros borrosos) y datos aleatorios (variables aleatorias o niimeros
aleatorios), De esta manera se puede asociar lo incierto y el azar sin con-
fundirlos.

Consideremos un nimero borroso A CR. Es posible realizar una tras-
lacion £ (a la izquierda si £ < 0y a la derecha si £ > 0)

YV aef0,1]

6.1 Ag(D R =[a1(®),a(@)] () [2, 2]
=[a,(a) + 2, a,(a) + 4]

y también:
VvV x,y,z€R:
6.2 Ha (gD = zl” ( ﬂfé(x) A pg(y))
en donde:
6.3 to(y) =0 y # L
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Supongamos ahora que £ en lugar de ser un nimero cierto sea un ni-
mero aleatorio L para el que la ley de probabilidad viene dada por la
densidad f (%).

En este caso el nimero borroso A se hallaria sometido a una traslacion
aleatoria segin f (£); el par (A, L) serd denominado “nimero hibrido” y
representa, de hecho, la suma de un nimero borroso y de un nimero
aleatorio, conservdndose uno y otro sin pérdida de informacién. Un na-
mero hibrido se escribird también:

64  Ar=A[+]L

en donde L es un nimero aleatorio de densidad f (2).
Es evidente que la densidad de probabilidad de Ay esla de L.

6.5 g(Ay [t19) =g ([ar(®) + 2, 2 (0) + &) =£ ()

Si 2 , 2] es el segmento en que £ toma sus valores, la figura 6.1 po-
ne de manifiesto las posiciones extremas de A¢, en donde £, y £; son nu-
meros de R. Se admite que la ley f(R) es convexa aunque no sea totalmen-
te indispensable,

FIGURA 6.1
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SUMA DE DOS NUMEROS HIBRIDOS

Sean dos nimeros hibridos en R: . La suma de estos dos nimeros
quedard definida por una convolucién hibrida:

(él ’.Ll ) [+] (62 s L2)
6.6 =(A; (P A, Ly (D' Ly)
=(A,L)

en donde (+) representa la suma por convolucién maxmin y (+)' repre-
senta la suma por convolucién suma - producto tal como se hace para
todas las leyes de probabilidad,

Asy sera:
YV x,y,zeR
67 tym®@ =Y G N ()
y también:
VvV £,,%,%2¢eR:

6.8 f) = (i (2-%) f2(L)dY,
= L fi @) (2-2)dY
Un ndmero borroso es un caso particular de un niimero hibrido:
6.9 A=(A,0)

en donde O es el real 0,

Un nimero aleatorio (variable aleatoria) es un caso particular de -
mero hibrido:

6.10 L=(0,L)

en donde 0 es el real O,
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Las operaciones (+) y (+)' son ambas conmutativas y asociativas exac-
tamente igual que [+]. El neutro de (+) es cero, el neutro de (+) es cero
y también es cero el neutro de [+].

Con la ayuda de [+] se pueden, pues, sumar niimeros borrosos con
nimeros aleatorios y con nimeros ciertos, en un orden arbitrario,

Asi, si A es un nimero borroso, B una variable aleatoria de densidad
f (b) y ¢ un niimero real:

6.11  A[+]B[+]c =(A,0)[+](0,B)[+](0,¢)
=(A,B(+) ¢
=(A(+)c,B)

Veamos un ejemplo en N:

4 5 &6 7 28

0 1 2 3
6.12 A= |ola[a].4l1]8[.7]3]0]

3 4 5 6 7

613  pr(b)= [ 1@41}]] [1]o]

6.14 c=3

por lo tanto:
2 3 4 5 6 9 210

615 prioto= [oToT T s 2], T.ls]

De donde se deduce:

4 5 & 7 28

pr ( ﬁ ll lLT L2[.1].1]o] )=o0

7 8 29

el B STl TiTo] 1 - o

9 210

orl P o Tl i T0 01 - o
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9 10 1

el (L[4l Lol TaTo]) - -

6.16

4 5 6 7 8 9 10 11 12
prl [o[a a1 e[ 2] 3[0] ) -
9 10 1 12 13

r( (oI AT Ta[T3]0] )+ .

9 10 11 12 13 14

or( (oL L[4T1 [sTrTaTo] 1-.3

11 12 13 14 15

oot [EL LTt ToeT.7LaT0] )-.2

9 10 11 12 13 14 15 16

pr(l [34]]]]30[)-1

9 10 11 12 13 14 15 16 17

pr [o 13401 .8 .7[.3 ol)=

1112 13 14 15 16 17 18

or( AT TeloT5To]) - o

El problema que se plantea es si los nimeros hibridos que han sido
probabilizados as{, constituyen variables aleatorias cuyas leyes de proba-
bilidad satisfacen los axiomas fundamentales de Borel-Kolmogorov. La
respuesta es afirmativa y demostrable (1).

Veamos otro ejemplo en R”

617  wu(x)=0 , x<2

(1) Para ello se puede consultar: A. KAUFMANN y M.M. GUPTA, Fuzzy arithmetic,
Publisher North Holland, 1985,
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=—_x+5 , 4<x<5
=0 , 5<x
que representamos en la figura 6.2:
6.18 f=0 , <4
1
=— (2-4) , 4<2<8
22
2 —2+15
=— . — , 8<¢<15
11 7
=0 , 15<Q

representada en la figura 6.3

FIGURA 6.2

El dominio de L es [4, 15].
Si se representa el niimero borroso triangular (6.17) por (2, 4, 5) y pa-
ra todo valor 2 de L: (£ — 2, €, 2 + 1) la densidad de probabilidad sera:
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1i0)4

27

FIGURA 6.3

il

6.19 g(A{+]®) =0 , R-2,2,2+1)<(2,4,5)

1
> (2-4) , (2,4,5)<(2-2,0,2+1)<(6,8,9)

_2 2B 689<@-2,80+ 1)<
11 7

< (13, 15, 16)
=0 . (R-2,22+1)=>(13, 15, 16)

ESPERANZA MATEMATICA DE UN NUMERO HIBRIDO
La esperanza matematica de un nimero hibrido es un nimero borroso
que ¢s conveniente conocer.

Sea una funcién y (x) en R, monoétona, creciente y no negativa.
Dado:

V X1 ,Xp € R:
6.20 (x2 >x1) = (¢ (x1) 29 (x3))

si se considera el segmento de R:
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6.21 [a1 (@), az (0)]

le corresponde otro segmento de R:

6.22 [¢ (a1 (@), ¢ (a2 (V)]
y, por tanto, para todo £ € R y finito:
6.23 lo(ar (@) +9), ¢ (a2 (1) +9)]

Si 2 es un valor que toma el nimero aleatorio L, los valores inferior y
superior de (6.23) sdlo dependen de € para un mismo nivel a. Se puede
calcular la esperanza matematica:

6.24 [o(a; (@) +9), ¢(a; () +9)]

= [/ﬁfgl ¢l (@ +0).f(R)de, ﬁile ap(az(a)+2.f(2)d;2]

Designemos ahora mediante &, (A [+] L) la esperanza matemitica de
(A, L). Serd:

6.25

&olA [+]1L)= [/?Q (a; (&) +0).f(R)dQ, /ﬁz (az () +9). f(Q)dQ]

=[a,(a)+ ﬁzzzglf(Q)dQ , a2y (o) + ﬁz

Qlf(Q)dQ]

= [a (@) +&(L), 2 (0 +&(L)]

Se observa que si se toma la esperanza matemadtica de un nimero
hibrido, se reduce la informacién que contiene, lo que resulta logico en
la teoria de las probabilidades.
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OTRAS OPERACIONES CON NUMEROS HIBRIDOS

Veamos, por ejemplo, la multiplicacién por un nimero real k # 0.
En lo que se refiere a los nimeros borrosos se tiene:

YV xeR:

X
6.26 ,uk'A(x) = Y, ( l—(—)

o también:
6.27 k.Aa=[k.al(a),k.az(a)],k>0
=[k.a;(®),k.a (®)] , k<O

Para la densidad de probabilidad es diferente. Si f () es la densidad
de L, entonces la densidad de k . L viene dada por:

1
628 gk 9= £ , k>0

Asf,conk >0
629 k.(A,0) =(k.A,0)
630 %k.(0,L) =(0,k.L) cong(k,2)=£.f(!2) , k>0
6.31 k.(A,L) =(k.A,k.L)

con

X
6.32 My AX)= ,uA( T( )

~

633 gk.9 =-.f(® , k>0

1
k
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Cuando k es un entero, existe un error que no debe cometerse, Si
6.34 2. Aesequivalentea A (+) A
lo que se comprueba fdcilmente con los intervalos de confianza de nivel a:
6.35  [a1 (@), 3 (@] (1) [a1 (@), 22 (9]

=[a; (@) +a; (@), a; (@) +a; (0)]
=[2a; (@) , 2a; ()]

no sucede lo mismo con las densidades de probabilidad y las probabi-
lidades:

6.36 2 L tiene por densidad g (2 R) = — f(%)

B | =

mientras que L=L; + L, endonde L, y L, tienen la misma ley f () da
lugar a:

637 g® = [ FE-0).fE)dY

fRf(Q—Qz)'f(Qz)d92

Esta pequeila trampa, conocida por todos los que utilizan el calculo de
probabilidades, puede ser tendida insidiosamente en los cdlculos hibridos.

Para los valores discretos existe también una pequefia trampa. Para és-
tos hay que escribir:

6.38 pr, (k.9 =pr(®) , ReN , keN,

en donde pres la ley discreta ligadaa Ly pr, laligadaak . L.

Veamos otras operaciones.

El opuesto para la suma se define de la siguiente manera para Ay L:
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6.39 V¥V x,yeR: y(_A)(y) = m, (-x)

6.40 V2 meR: g(my=f(-R) , M=—-L

De ahi, la obtencion de la sustraccién para niimeros hibridos a través
del ndmero hibrido opuesto:

641  (A,L) = (-A,-L)

642 (A,L)[-1B,M=@A()B,L()M



Haz de nameros borrosos

LA NOCION DE NUMERO BORROSO MEDIO

Se consideran n observadores (n finito) de un mismo objeto, cada uno
de ellos proporcnona un namero borroso Al =1, 2,3, ..., n, que consti-
tuye su sensacion frente al objeto. El conjunto de los Al tomados de un
mismo referencial constituye un ‘““haz de nimeros borrosos™. Si se admi-
te que la objetividad se obtiene a través de la subjetividad de un numero
suficiente de observadores, resulta interesante buscar un nimero borroso
que pueda representar, de la mejor manera posible, el haz de nimeros
borrosos.

Si se considera la interseccion m A,i= 1, 2, ..., n, nos podemos
encontrar que resulta vacia o que su maximo sea muy distinto de 1 para
que pueda ser aceptada. Dado que se pretende pasar de una concepcion
subjetiva a una concepcidon objetiva, se puede aceptar el “nimero borroso
medio” en una primera aproximacién como representativo. En este caso
se asigna un mismo peso a cada observador, lo que ya constituye una de-
cision,

Se puede escribir mediante A el niimero borroso medio:

VYV ae[0,1] , Vie{l, 2, .,n}

m 1 n I =n
7.1 Ay= [— 2 o4y, - 2 a“(a)]
n i=1 n i=1
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= [% @ Lol
Vamos a considerar tres N.B.T. para simplificar los cdlculos:
72 A, =[4+5a , 10-q]
73 Ay =[5+3a , 13-54q]
74 Ay, =[6+5a , 14-30]

m

7.5 Ay

1
5 [4+5a+5+3a+6+5a,10 —a+13 —Sa+14 - 3a]
13 37
54 —a , — —3a
3 3

cuya representacién gréfica serd la de la figura 7.1

e—m—— NUMERO BORROSO MEDIO

FIGURA 7.1

Con la representacion del N,B.T. por tres nimeros sera:
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7.6
7.7 Al =(4) 97 10) ),A_,Z =(5) 8) 13) 5,63 =(6) 11, 14)
7.8

m 28 37
78bis A==-(4+5+6,9+8+11,10+13+14)= (5,?,?)

I | =

ESPERANZA MATEMATICA DE UN HAZ
Hasta ahora, habiamos asignado a los n observadores el mismo peso.
Supongamos que no es asi y que se define para todai= 1, 2, ..., nuna

ley de probabilidad pr (i) sobre las i. Entonces, designando por E el nt-
mero borroso y considerando el nivel a:

79 K= [z i@ .pr (), 2 o @ pr (i)]

5 serd el nimero esperado del haz.

De esta manera volviendo a tomar los N.B.T. (para simplificar los
célculos) (7.6) (7.7) y (7.8) y recogiendo los pesos relativos o probabi-
listas:

1 3 1
7.10 pr(i=l== , pr(i=2==, pr(i=3)=—
pr( )5 pr( )5 pr( )5

se tiene:

_ 1 3 1
7.11 é=g(4, 9, 10)+§(5’ 8, 13) +g(6, 11, 14)

44 63
(4.9)
575

Si se pasa a un nimero no finito de observaciones en [£y, £, ] la for-
mula (7.9) se convierte en:
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- 2 2, '
712 K = “Hl ay (,0).f(Q)dL, Isz L (Q,oc).f(Q)dQI

=*1

= [ () , 3, (®)]

OBSERVACION

Antes de terminar con los niimeros borrosos y los nimeros hibridos
hagamos una observacién practica: jpor qué, en la suma de un niimero
borroso y una variable aleatoria no se normaliza la ley de probabilidad
de la variable borrosa para convertirla en un nimero borroso (dividiendo
por el valor de la moda) y asi sumar dos nimeros borrosos? La razén se
halla en el hecho de que al transformar asi una ley de probabilidad (dato
objetivo) en un nimero borroso (dato subjetivo) se pierde una importan-
te informacioén. Esta operacion es matemdticamente vilida pero hay que
rechazarla por cuanto hace perder informacién. La operacion contraria,
transformar un ndmero borroso en ley de probabilidad resulta inaplicable
ya que no es admisible considerar como objetivo un dato subjetivo, A no
ser que se posea un haz suficientemente amplio de datos subjetivos o se
abandone la ciencia por el arte, pues éste es una realizacién subjetiva del
pensamiento cuyo destino es que sea aceptada tal cual es por un suficien-
te elevado nimero de observadores.



La teoria de los subconjuntos
borrosos

CONCEPTO DE SUBCONJUNTO BORROSO

Consideramos un conjunto o referencial E y un subconjunto ordinario
A (figura 8.1)

FIGURA 8.1

Para todo punto o elemento x de A, se cumple que:
8.1 Y, (x) =1 si XeA
=0 si X¢A
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en donde w es la funcidn caracteristica de A, llamada también “funcién
de pertenencia”.

Supongamos ahora que los elementos de A en lugar de tomar solamen-
te el valor 1 si x € A puedan tomar un valor a € [0, 1] e incluso el valor 0
(figura 8.2)

8.2 p(x)=ael0,1]

Se habrd construido asf un “subconjunto borroso”,

FIGURA 8.2

FIGURA 8.3
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En la figura 8,2 se ha dibujado una frontera, pero en general la (o las)
fronteras son imprecisas.

En la figura 8.3 se ha representado un subconjunto borroso de R a
través de la forma de su funcidn de pertenencia.

En la figura 8.4 se ha representado un subconjunto borroso A de

{a, b, ¢, d, e, f}. (Se emplea el tilde ~ debajo del simbolo para

indicar que se trata de un subconjunto borroso)., Hay que sefialar que
el referencial nunca es borroso.

a c d e f

=[‘J'lllll'|'I

A LT LT

FIGURA 8.4

La teoria de los subconjuntos borrosos nace a partir de 1965 y se debe
a L, A, ZADEH de la Universidad de California en Berkeley, Se trata de
un instrumento eficaz, comodo y riguroso para el tratamiento de aquellos
problemas en los que ciertos datos (o todos) se sitiian en la incertidum-
bre. Contiene como casos particulares los conceptos que hemos definido
anteriormente: intervalos de confianza, nimeros borrosos diversos, por
ejemplo.

Asi, un intervalo de confianza es un subconjunto borroso de R, que es
en realidad un subconjunto ordinario:

yA(x) =1 si x €[a,b]
=0 si x é[a,b]

De hecho todo subconjunto ordinario no es mds que un caso particular
de subconjunto borroso.,

Un ndmero borroso es también un subconjunto borroso pero la fun-
cién de pertenencia de este dltimo debe ser convexa y normal; convexa
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por cuanto una recta cualquiera no debe jamds cortar la curva que repre-
senta la funcidn de pertenencia mds de dos veces (1).

La teorfa de los subconjuntos borrosos ha sido asimismo generalizada
de diversas maneras, que en la actualidad pueden ser consideradas ttiles
o inutiles, pero que en un futuro méds o menos lejano serdn posiblemente
de utilidad.

Vamos a hacer referencia a la teoria de ZADEH para la que hemos
definido a partir de (8.2) el concepto de subconjunto borroso (fuzzy set
o fuzzy sub-set, en inglés).

GENERALIZACION DE LAS OPERACIONES BOOLEANAS

Volveremos a considerar las distintas operaciones de la teoria de con-
juntos ordinarios (operaciones booleanas) y veremos que estas operacio-
nes son generalizables al ambito borroso y que es posible, en lo borroso,
definir otras muchas.

Igualdad de subconjuntos borrosos:

B4 (A=B)=(VxeE: (0= )
Interseccion:

8.5 (ANB)=(VxeE: ung()= 1, (A uy(x)

que se representa en la figura 8.5 con trazo grueso (1)

Reunion:

8.6 (AUB) = (VxeE: 'uAUg(X) = w,()V ug(x)

~

(figura 8.6 con trazo grueso (2))

(1) Excepto para HA(X) =Qsi la funcién forma un ““llano” para 1 =Q.
(1) Como es sobradamente conocido A significa MIN,
(2) Asimismo Y significa MAX.,
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4 /.I,Ana(x’

e — ——— —— ——

Y

FIGURA 8,5

FIGURA 8.6

b ppppt®
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Complementacion:
V xeE:
8.7 prx)=1- u,(x)

~

(figura 8.7 con trazo grueso)

0 x

FIGURA 8.7

Traslacién:

2>0 Traslacién hacia la derecha

2<0 Traslacion hacia la izquierda

VYV xeE:

8.8 pp(x)= t,(x -2 , 2eR

(figura 8.8 con trazo grueso)
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A IRERS FIGURA 8,8

A
a
Normalizacion:
V xeE:
)
8.9 vy :LA(x)

(figura 8.9 con trazo grueso)

FIGURA 8.9
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Compresion:
VWV xeE:
810 py(x)=( 0N , k>1

(figura 8.10 con trazo grueso)

FIGURA 8.10

Dilatacion:
YV xeE:
8.11 #p(x) = ( ;iA(x))k , 0<k<1
(figura 8.11 con trazo grueso)
Existen otros muchos operadores (en realidad son infinitos) y cada

uno de ellos corresponde a una operacién concreta sobre el (o los) sub-
conjunto borroso,
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A ppi=

FIGURA 8.11

95

En relacion con los tres operadores booleanos relativos a los subcon-
juntos ordinarios, se verifican (o no) las siguientes propiedades.

8.12
8.13

8.14
8,15
8.16
8.17

8.18
8.19

VA.B.CCE:

ANB=BNA

ZUB= BUA , conmutatividad
ANBHNC=ANENY
(AUB)UC=AUBUC) asociatividad
ANA=A . |
AUA=A , idempotencia
ANBUO=MANBUANG , distributividad
AVBNO=(AUVBNAVO
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820 AN¢=¢

8.21 AUgp=A

822 ANE=A

8.23 AUE=E

824 (A)=A , involucién

825 ANB=AUB .

86 mzz mE— , Teoremas de De Morgan

Sin embargo:

827 ANA#¢
828 AUA#E

las relaciones de igualdad para (8.27) y (8.28) solo son vilidas para los
subconjuntos ordinarios.

La funcién de pertenencia yA(x) se designa frecuentemente median-
te el término “variable borrosa”. De esta manera si se designa esta varia-
ble mediante una mindscula con un tilde, se podrd disponer de un gran
nimero de operadores que satisfagan, especificamente, los teoremas de
De Morgan.

Asf, si se designa por 2 , b, ¢ €[0, 1] estas variables borrosas, se ten-
drdn unos pares de operadores (* , *') tales que:

829  (*,*)=(A,V): sonlosdos operadores
utilizados para (8.5) y (8.6).

830 (*,*)=(-, :P); en donde - es el producto
. ‘a *b y Feslasuma algebraica:

afb=a+b-2-h
831 (* ,*')=(<‘.;,£1): en donde a &Q=

(a=1-2a,b=1-%
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832 (*,*)= (I_H_I) en donde

{m

E
o
<

i
+

lo
|

833  (*,*)=(Y,%): endondeayb= 2 -
Y oyt -v)(@+)h)

2tb-(-ma-b

~

y+(1-7(Q-2a-b)

ayh=

en donde -y es'un pardmetroy € [0, )
paray = 1 se tiene (8.30)
paray = 2 se tiene (8.31)

1

8.34 (*,*’)=(‘5,73): endondea ¥ b=1-[1A(Z* b-").f]
A b=[1A®@ + )51

en donde » es un parimetrov e[ 1,0 )

para v = 1 se tiene (8.32)
cuando » > oo se tiene (8.29)

Sélo se han presentado aqui algunos operadores a titulo indicativo,
para los cuales se cumple que:

8.35 o ~
836 a*bk=a*b , a*b=a*

~

ol

es decir que satisfacen los teoremas de De Morgan (8.25) y (8.26). Por
otra parte estos operadores son distributivos con Ay V pero no son dis-
tributivos con su par.
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ENTROPIA NO PROBABILISTICA

Cuando se habla de subconjuntos borrosos, resulta interesante consi-
derar un “Indice de lo borroso” o “entropia no probabilistica” que indi-
que el grado de incertidumbre que debe tenerse en cuenta.

Se define primero la “distancia de Hamming” entre dos subconjuntos
borrosos,

837 d(A,B)=ZI #y (%) — pg (Xl

si A'y B son subconjuntos borrosos de Z, y

X2
8.38 d(é,§)=/

I- /‘LA(X) - #B(X)I dx , X€ R
1 ~ ~

Se puede tomar también la “distancia euclidia”:

839 d'(A.B)=vZ( 40— “E(X))Z

8.40 d'(g,3)=\/f” ( (0 — py())? dx
X=X1 ~ ~

Designemos ahora mediante A el subconjunto ordinario mas préximo
a A, para el que: B

8.41 yA(x) =0 si u, (x) < 0.5

=1 si 1 (x)>0.5

Se llamard, pues, “indice de lo borroso” o “indice de borrosidad” a la
b
expresion:

2
8.42 v(A)= - d(é,é) , n=cardE,AeE
n ~

y si se toma la distancia euclidia:
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2
8.43 n(é)=f d'(A, A)

Veamos un ejemplo muy simple.

o b ¢ d e f g
844 A= [3]1]5]7]9]0] 2]

a b ¢ d e f g

845 A= [o[1]Jo[1[1]of0]

2
8.46 ; (1.3-01+|1-1] + .5-014+ 1.7-11+ 19-11+ 10-01+ 1.2-0)

<
&
p—
I

0.40

Existen muchas otras férmulas de estimacién de la borrosidad de un
subconjunto borroso, Una de las mds utilizadas se debe a DE LUCA y
TERMINI. Sé parte de la funcion de SHANNON:

847 S(x)=—=x.Lx+(1-x).2 (1-x) ,xe [0,1]

y se pone como entropia no probabilistica:

8.48 ':D(Q)=~K-i§( M)y () pag(x) 8y pag(x0)

Existe la costumbre de hacer K = , con lo que se obtiene:

n

8.49 V(A= Ne3

n

~

T gz

( & (x5) .2 ,“Q(Xi)"' Pﬁ(xi)"zn #E(Xi))

De esta manera, si se considera (8.44), se tendrd:

a b ¢ d e f g
850 A= [.710].5].3].1][1] 8]
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851 V@A) = (30, 3+ 78, 7+58,.5+5¢ .5

7 x 0.69314

F 70 T +30, 3+90,9+.18,.1+
+280, 2+ .88, .8)=056

Los distintos indices dan lugar a valores diferentes aunque, afortuna-
damente, con una misma jerarquia,

La entropia no probabilistica o indice de borrosidad proporciona el
grado de desorden en relacion a un subconjunto vulgar que se halla mas

cercano (lo unico que puede ser distinto es la nocion de distancia que se
utiliza).

GRAFOS O RELACIONES BORROSAS

Se consideran subconjuntos del conjunto- producto E; x E,. Es, en
realidad, una generalizacion de la nocion de grafos o relaciones booleanas
en la teoria de conjuntos ordinarios. Vamos a limitarnos a algunas indica-
ciones utiles para el tratamiento de los aspectos que se contemplan en
esta obra (1).

Un ejemplo de grafo borroso puede ser el siguiente:

ﬁ/.abcdefg
m|.7{.6{0{0]|1].9].3
nj.4{.4].2(.9].5/1 1.5
8.52 pl.2i.9(.7]l.2|1|.7].6
ql.1}.7}.1].91.8].5].6
AR INIRIRER

Vamos a hacer una especial mencién a los grafos en E x E que consti-
tuyen una relacién de semejanza,

(1) Un analisis detallado de la nocidn de grafo borroso puede encontrarse en KAUF-
MANN, A.: “Introduccidén a la Teoria de los subconjuntos borrosos”, Tomo 1,
Ed, CECSA, México, 1982,
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Una relacion & € E x E se llama “de semejanza” si es reflexiva y simé-
trica, es decir, si /‘Q(x’ y) ,x € E |y € E es la funcion de pertenencia de

los elementos de &, se tiene que:

8.53 1) VxeE : ya(x,.x)=l
854 2) Vx,yeE : ug(xy)= ugly,x)

Este tipo de relaciones de semejanza son consideradas de poca utilidad
y escasamente tratadas en la teorfa de conjuntos ordinarios perono es és-
te el caso para las relaciones borrosas.

Veamos un ejemplo.

R oa b c d e ¢
"(1 6].5].8]0].9
bl.6j 1| 1].7{.4].2
8.55 cl.5ir1v[v|r.2].9
di.ea|.7z|Vv|1]1].5
elofl.a.2[1{11].9
fl.o].21.9].5(/.9{1

Se comprueba ficilmente que (8.55) posee las propiedades (8.53) v
(8.54).

Vamos a determinar nivel por nivel, para los valores a obtenidos en
(8.55), cudles son las submatrices ordinarias que sean: reflexivas, simé-
tricas y transitivas. Definiendo la transitividad por:

V‘x,y,zeE:

856 pg(x,9> VY (Mg A ngly.2)

En los grafos ordinarios, la transitividad se expresa, para los arcos, de
la siguiente manera:

¥V x,vy,z€E:
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857 ((x,y)eR, (Y, DeR = ((x,2)¢R)
Se puede, evidentemente, verificar que, para los grafos ordinarios, (8.56)

y (8.57) son equivalentes.
Busquemos, primero, los grafos ordinarios de (8.55) nivel por nivel.

8.58 ® a b c de f Gowa b c d e f

al all 1
b 11 b 1
c 1101 c BRI 1 |
d 111 d 111
e 11 e 1
f 1 f11 1 1|1
Ros a b c d e f &Ry a b c d e 1
all i all 1 1
b 1 b 1|1
C 1 (11 1 [« 111101 1
df 11 divr [
e 11| e VI
f ] 1 fin 1 10
Rosa b ¢ d e f Ros a b ¢ d e f
af1 |1 1 1 af1 111 1
b{viv |1 | blVv[1]1 {1
c Y ] clriv |1 |
divjr({1 |1 dir{1 {111
e Vv e Vv
t1 ] | ti U I I I
Ros a b ¢ d e { Roz a b c d e f
ali {1 )11 1 ali i1 1
JENEEEERER blv |y |11
clrir |1 ] cly v vy
dir vy divi{v |11
e 1 11 e iy
f IR B flaojv [
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o

—l = | ==~ |0

- ® O n O Q
-—i—-—l—d—l—o
|| === =]|A
=l =] ===
=== =]~

—

Para buscar cudles son, para cada uno de estos grafos, las submatrices o
grafos transitivos, es conveniente disponer de un algoritmo. Entre los
varios que existen, vamos a tomar por su comodidad el de E, PICHAT.
Tomemos como ejemplo la relacion Ro ¢ de (8.58).

Se considera la media matriz que se halla por encima de la diagonal
principal. Una fila después de otra, se consideran los O (casillas vacias).
Para cada 0, tomando los elementos como si se trataran de variables
booleanas, se asocia mediante el signo de la suma booleana el elemento
indice de la fila y los elementos correspondientes de las columnas en
donde se encuentran los 0, los cuales serdn reunidos en productos boolea-
nos (.). Si no existe ningun 0 en la fila, se considerara que la suma es igual
al.

Realizar el producto de los resultados y expresar la funcion obtenida
en términos minimos (asi X + x = x , x + xy = x). Tomar entonces los
complementos de cada término; se obtienen asi las subrelaciones maxi-
mas que poseen la propiedad de transitividad.

Si se toma, pues, R ¢ como ejemplo

8.59

- ® O N O Q

0.6
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fila a , se forma

»” b s
8.60 ” ¢,

»

Se obtiene:

»

a+ce
b +ef
c+e
d+ f
1
1

861 S =(atce).(btef).(ct+e).(d+0
= (ab + aef + bee + cef) (c +e) (d + 1)
= (abc + abe + aef + bee + cef) (d + f)
= abcd + abef + abde + aef + bede + cef

Calculemos S’ cuyos términos respectivos son los complementos de los de

S. Se obtendr4:

8.62 S'=ef+de+cf+bed+af +abd

Lo que da como subrelaciones mdximas transitivas:

8.63

Q n

e f d e c f
el 1 dl1 ] cl1
f11 1 1 O IR 1 I A A T O
b ¢ d a b d
BEEER a f altl 1 {1
1 [ al1 | bV 1|1
11 28 0 T 0 Y IR T A T B A

Finalmente, para cada uno de los niveles significativos de (8.55) pasando
por (8.58) se obtiene:
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8.64 b ¢ c d d e
a b| 11 c|lr| df1 {1 f

a=1;a[__T_|, ,odiv{1 ], e fE],

(g}

a f b ¢ c d c f

1 b1 cl 1| 1]

a=o9:t [ 11| e, Al fla]a],

d e e f
dl1 | el 1|1
el ], fl1|

a d a f b ¢ c d
al | alil b1 cl 1

o=08:d[1{11, L1, ctvivd, diviyg,

c f d e e f

110 dl1 | 1
f11]01 4, 1 |, fi1

b ¢ d

a d a f b{1[1 | c f
a1 al1 [ clr ] SERE

a=oz:d[r ], f[1]1], BERERY RERE

d e e f

1 el1 ]

1),

a b d b ¢ d
ERERE a f NENERER c f
bi1 111 al1 i1 cl1r 1 cl1

a=06:d v, flv o, dla o fla ],

d e e §

111 el 11

Vi, fla
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a b ¢ d a ¢ d f
aly|rv | al vy d e f
b1y ctr iy i Vo
clriv|r dlr |y 1 SERERE
a=os5:dl1 v v, vl farpnd, flryr
a b ¢ d a ¢ d f
alvir |1 al 1|1 b d e
blv |11 cti1 v | bli1i1 1
clrir diviv dli1v 1|
a=o,4:d7mlTl—1>1_, AERERENERS IERERE
d e f
dii1i1
el
fly[r1{.
a b ¢ d f b ¢ d e f
alry|1r ]y o3 S T I R T
b1t ]1 | clr i
clriv |l d{v|r i1
div vty ef1 |||
(02120 3 1 T 0 I T R 2 T 0 A O O
a b c d e f
alr|r iy
blyviv ||y
clrviv |11
div|{v{rvivaa
el Vv [y i
a=o:flrv {11

Si se examina para un mismo valor de a , las subrelaciones méximas
transitivas, se observard que no todas son disjuntas; ésta es una caracte-
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ristica muy atil de una relacion de semejanza (luego no transitiva) con
respecto a una relacién de similitud (transitiva) en donde todas las sub-
relaciones maximas son disjuntas, formando asi clases de equivalencia,
Para transformar una relacion de semejanza en una relacion de similitud,
se aplica la siguiente férmula:

865 B=guETUE ..
Hay que detenerse cuando 8" = ®"

Pero convirtiendo en transitiva una relacién de semejanza, se pierden
muchas informaciones 0tiles y precisamente la caracterfstica de la utiliza-
cién de conceptos borrosos consiste en el intento de perder las menos po-
sible y cuando no hay otro remedio retardarlas lo mas que se pueda. Las
intersecciones de las subrelaciones maximas transitivas aportan observa-
ciones muy importantes, sobre todo en los problemas de las ciencias hu-
manas y especialmente en economra,

LEY DE POSIBILIDAD

Recordemos que, si h (x) es una funcién de la variable aleatoria X se
le adscribe una ley de probabilidad pr (x) (en el ambito discreto) o una
densidad de probabilidad f (x) (en R), tal como:

8.66

867 )3 pr(x)=1 o bien jx f(x)dx =1

Cuando nos referimos a un subconjunto borroso, se puede realizar una
cosa andloga considerando una “ley de posibilidad” ¢ (x) que debe ser
tal que:

3.68 1) VxeE T p(x)ef0,1]
8.69 2 Yw(x)=1

En la teorfa de las probabilidades, se define la esperanza matemética
por:

870 &) = E) h(x) . pr(x)
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o bien
8.71 &H) = fx h (x). f(x) dx

De manera similar, se definird para un subconjunto borroso A definido
por u,(x), la “posibilidad” en relacién a una ley de posibilidad ¢ (x):

872 pos, () =V ( (0N 0 (x)

Veamos un ejemplo

8.73 b ¢ d e § g

A= [.1].3%]8{0]2].5]

y la ley de posibilidad

8.74

a b ¢ d e f g
p(x)=[e[s]6]1].a]9]3]

De donde:

875  pos, (A)=MAX(7A.6,3A.51A.6,8A1,0A.4,
2A.9,5A.3)=0.8

La nocién de posibilidad, relativa a un subconjunto borroso, juega un
papel similar en lo incierto (subjetivo) al de la esperanza matemdtica para
una variable aleatoria (objetiva). De ahi el interés de esta nocién en los
problemas que hacen referencia a la incertidumbre considerada a través
de datos subjetivos.

Hallaremos también el concepto de maxmin (miximo de los minimos
o supremo de los minimos) para colocarnos, en un determinado trata-
miento, en la posicién mds pesimista. Por honestidad debemos permane-
cer pesimistas; y si las cosas van mejor de lo previsto,.. miel sobre hojue-
las. Con la introduccién de limitaciones o de informaciones suplementa-
rias, se puede mejorar esta visién pesimista, aunque siempre deberd, para
ello, existir una justificacién.

En los supuestos que vamos a tratar en el 4mbito econdmico, se intro-
ducirdn, cuando sea necesario, las nociones tedricas complementarias,
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Esta obra se inicia por una parte teérica y no conviene que sea demasiado
larga para que el lector no tarde demasiado en encontrar las correspon-
dientes aplicaciones.

De todas maneras, antes de pasar a estas aplicaciones, veamos una no-
cién interesante en la que va a combinarse lo borroso y lo aleatorio.



9

Subconjuntos
aleatorios borrosos

OBTENCION DE UN SUBCONJUNTO ALEATORIO BORROSO

Sea un referencial finito E:
9.1 E= {a,b,c,d, e, f}

y pidamos, ahora, a 10 observadores que no pueden comunicarse entre
s que nos den una funcién de pertenencia a E; es decir que proporcio-
nen a través de un subconjunto borroso de E su estimacién individual en
relacion a lo que representan los elementos de E. Se obtiene:

Q

WO =]~ |0oiv|m| vl

-

"
—le|lw|olN

wu|a No]=[N]o N w]o
T

[ I I TN
"]

9.2

~
W

ol= ||~ |o|a|aln|®

© o
1

~Jen o] No]v]m]|=[e]n
olw|mp|ol ==l (e]w]=

> 2> > > P WP (P (P> >
o
1]

a]olo]n]o]

OO
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Procedamos a contar cudntos observadores han afectado 0, luego .1,
luego .2, ..., .9, 1, lo que se establecerd para cada nivel.

a b ¢ e f
0] 2 301 ]2
1 1 1 1 1
2|2 2 1
.3 212 (1 1
.4 1 2
93 .5 2 ]
61312 1 1
RARNEER
.81 1 1 P 3—
.9 3|
111 1 11311

La eleccién de 10 observadores ha sido establecida para facilitar la pre-
sentacién; no conviene imponer un nimero determinado de observado-
res sino que debe ser suficiente para que esta estadistica pueda propor-
cionar una ley de probabilidad valida. La estimacion a través de decenas
es también arbitraria. Con estas observaciones, podemos ya pasar a dividir
cada elemento de (9.3) por 10, De ello resulta:

0}.2 3.2
1 1l 1
.21.2 .2 1
.3 20200 1
.4 1 .2

9.4 .5 2 1
.61.3 (.2 1].0
130
Bl vl a3
.9 3
1[0 130
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Demos ahora para toda x € E la ley de probabilidad acumulada com-
plementaria, es decir en (9.4) obtengamos el acumulado partiendo de
=1.

-|e

A
(2]
(4]
-~

0 vl |
Alsfrir].7zl.e].s
2(.81.91.9].61.91.7
3].60.9].7].6].9].6
A1.6).7]1.5].51.9].5

9.5 51.6/.6/.5/.5|.7].5
6l.61.61.30.50.61.5
71.3].4[.3].5]|.5/.4
.8l.21.1[.2[.50.5{.a
ol r]olial.aln
1lalolatafsa

Con ello habremos construido un subconjunto aleatorio borroso (en
inglés ““probabilistic set”).

Sefialemos, brevemente, que un subconjunto aleatorio borroso es una
generalizacion del concepto de subconjunto borroso. Un subconjunto
borroso de (9.1) puede presentarse de la siguiente manera:

a b ¢ d e f
9.6 A= [e]3] 1 ]o]s] 1]

9.7

RN R R

D @ N O LB WM

—
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Como podemos observar se trata como en (9.5) de un subconjuto
aleatorio borroso pero que sélo habri sido establecido por un dnico
observador. Se trata del mismo concepto generalizado de 1 observador a
n observadores (en nuestro ejemplo n = 10 por comodidad de presen-
tacion).

Un subconjunto aleatorio borroso se designard por A, Veamos c6mo
se presenta ¢ y E. :

9.8
99  ¢=

— O 2NN O DWW N~ O
™
Il
— 0 ® N O i B WwN - O
~l={=|=|=1=|=|=!=|=1-]0
—~ ===l === === =D
—~ === | == | == =1l=1=|a
R U (U O S U U U U S o
— === =] ==|==|=]=|®
—~ === === =] ===~

OPERACIONES CON SUBCONJUNTOS ALEATORIOS BORROSOS

Con los subconjuntos aleatorios borrosos se pueden realizar las mismas
operaciones que con los subconjuntos borrosos; basta con hacer las ope-
raciones nive! por nivel, ya que cada nivel proporciona un subconjunto
borroso. Asimismo se pueden realizar las operaciones probabilisticas co-
lumna por columna. Se trata de una importante generalizacion que con-
juga, de la mejor manera posible, lo subjetivo con lo objetivo o, si se
quiere, lo que es incierto y lo que es aleatorio,

Se puede escribir : VA ,B,CCE:

910 ANB=BNA
‘ conmutatividad
911 AUB=BUA

912 (ANBINC=AN(BNC)
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9.13 (AUB)UC=AUBUC) asociatividad
9.14 ANA=A

ot idempotencia
9.15 AUA=A

)

916 ANBUC)=(ANBUMRNCQ

‘ v vt v distributividad
917  AU(BNC)=(AUB)N(AUQ)
9.18 AN
9.19 AU
920 ANE=A
921 AUE=E

922 (A)=A

|

923 ANB =AUB
‘' _* _* teoremas de De Morgan
924 AUB=ANB

LA COMPLEMENTACION DE UN SUBCONJUNTO
ALEATORIO BORROSO

Queda por explicitar el complementario de un subconjunto aleatorio
borroso, Veamos cémo se obtiene.

Si Fx es la funcién acumulativa del subconjunto aleatorio borroso
para X, el complementario vendra dado por:

VxeE:

_ 1
9.25 Fy(a)= % prc(1-2)
z=

Asi, para (9.5), partiendo de (9.4) resulta:
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=]}
o]
o
)
Q.
-l
.
2

o

9.26

2>
]

winltu|lnw|lo|~

—_iwisls|olo
Wil |w (N |00

—

minisiasla|a|lu|m|ole
WlaibajLih| | (th|in|O |0
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O—NU&’LR.O'\IW'O
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Para niveles recogidos en lo continuo de [0, 1] se tomar4:
VxeE

927 Fx(a)=1—Fy(l —a)

Se tiene:
928 ANA#¢
929 AUA#E
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La actualizacién
en la incertidumbre

TIPOS DE ACTUALIZACION INCIERTOS

La conocida féormula de actualizacién de rentas para n perfodos (to-
mando el afilo como periodo) es:

10,1 Vo=Ao+A I +)T+A, Q0 +D)2 4+ +A, 0+

en donde A; es la renta relativa al afio j, i es el tipo de actualizacién y
V las rentas actualizadas a lo largo de los n afios.

Esta formula de actualizacion sélo es valida en la hipétesis de que i
sea constante, lo que resulta dificilmente admisible en los momentos
actuales, Vamos a determinar qué ventajas pueden conseguirse con la
utilizacién de los niimeros borrosos para comparar series de rentas.

Supongamos que los tipos de actualizaciébn no solamente son va-
riables sino que no son suficientemente conocidos con la debida anti-
cipacién. Sin embargo un grupo de expertos ha conseguido ponerse de
acuerdo para tres valores de i: el mds bajo sera r, el de nivel de presun-
cién 1 serd m, mientras que el valor mds elevado serd s. Se ha aceptado
asi un nimero borroso de forma triangular para describir el valor in-
cierto i para cada momento t,

La figura 10.1 representa el N,B.T:

102 i =(r,m,s)
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i

.5

j I I |

FIGURA 10,1

Si se designa por [r («) , s (@)] el intervalo de confianza de i al nivel
o, se tiene:

Vael[0,1]:
10.3 Ir(a),s(@)]=[r+(m—-r)a,s - (s —m)q]

Si ahora tomamos la férmula (10.1) para generalizarla con tipos in-
ciertos por N.B.T., tendremos:

V ae[0,1]:

A
104 V'O =a,(+ - +
" T @@
A,
(I () [ry (@, 81 (@D Q) (1 (H) [z (@), 52 (W]

(+) .

()
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An
(1D (@), s1 (@DOA(H) [r2 (@), 52(QDC) . (YA(F)[1n(@), 3a()])

)

Esta férmula proporciona el intervalo de confianza al nivel « para la
renta total actualizada V§® :

105 V® =[R(0),S )]
Se observa que: V ke {1,2, ... nit:

10.6 (1 (+) [rg (@), sx (@D = [1, 1](+) [rx (@) , s (@)]
=1+ (@), 1 +s¢ ()]

y, teniendo en cuenta (3.14) ya que nos encontramos en R*:

1 B [ 1 1 ]
1 () [rg (@), s (@)] 1+s (@) 1+ ()

Asi, la férmula (10.4) se convierte en:

108 v®=4,01 1](+)A1[ l : ]
" ' 1+s (@ 1+, (@)

1 1
(M)A, [ , ]
(IT+s (@) +sy(a)  (1+1; (@) (1 +1; (a))

N S— |
(1 +sy(@)(1 +52()) ... (1 +q())

‘ ]
(1 +r ()1 +r(@) ... (1 + 1, (@)

La formula (10.8) se calcula con facilidad. Antes de presentar unejem-
plo numérico, sefialemos el interés que adquiere esta formula. Por una
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parte permite calcular el abanico de posibilidades en el cual, para cada ni-
vel, se confla encontrar el resultado real as{ como el valor correspondien-
te a la mixima presuncion. Por otra parte, si se establece un umbral
(formal o borroso) (figuras 10.2 y 10.3), se podrd determinar para qué
nivel a podrd aceptarse la eleccion de las Ay, y las hipStesis sobre los

[rk (@), s¢ (@)]

}s
I— _______________________
UMBRAL
FORMAL
Y -
0 L v
FIGURA 102
I
- e —_
I
UMBRAL '
BORROSO :
|
[l P
| T »
(4] L L2 v
FIGURA 10,3

UN SUPUESTO CON HORIZONTE ECONOMICO FINITO

Veamos un ejemplo numérico. Se considera un horizonte econémico
de 5 afios, es decir k e {1, 2, 3,4, 5}. La cantidad inicial Ao no serd
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tenida en cuenta ya que puede suponerse como un dato cierto, en cuyo
caso puede ser afiadido, si es necesario, al final de los cdlculos,
Se parte de los datos siguientes:

10.
aﬁ091: A = 5.000 unidades monetarias, (r,, my, s;) = (8, 10, 12) (en %)
2: A, =4.000 ? ? ,(ry,my,82)=1(9,12,15)
3: A3 =3.000 ” ” ,(r3, m3,83)=(9, 12, 15)
4: A, = 3.000 ” ” ,(rg, my,s84)=(8,9,10)
5:As =7.000 ”? ” , (15, ms,85)=(8,9,;10)

Estos datos son arbitrarios y no corresponden a hipétesis establecidas
previamente. El Unico objetivo que perseguimos es la realizaciéon de un
ejemplo de célculo.

Para aplicar la férmula (10.8) serd necesario calcular algunas tahlas
parac=0,.1,.2,.3,..,.9,1

14r(@)=1+r, +(m; —r;)a=1+0.08+0.02a=1.08 +0.02 &
1+r(0)=1+1, +(m, —r;)a=1+0.09+0.03a=1.09 +0.03
10.10 1 +r3(@)=1+r3 +(m3 —r3)a= 1 +0.09+ 0.03¢= 1,09+ 0.03
1 +rg(@)=1+r14 +(mg —14)a=1+008+0.0la=1.08+0.01 a
1 +r15(a)=1+rs +(ms —rs)a=a+0.08+0.0la=1.08+0.01a

A partir de estos datos, se puede obtener:

(1 +r(@)) (1 +r1,(a))=(1.08 +0.02 @) (1.09 +0.03 a)
(I +1() (1 + () (1 +r3(x)) =
=(1.08 +0.02 a) (1.09 + 0.03 &) (1.09 + 0.03 @)

1011 (1 + (@) (1 + (@) (1 + r3(@)) (1 + 1r4(a)) =
=(1.08 +0.02 @) (1.09 + 0.03 ) (1.09 + 0.03e) (1.08 + 0.01c)
(1 + (@)1 + 2 (@))(1 + r3(e))(1 + ra(@))(1 +r15(0)) =
=(1.08 + 0.02a)(1.09 + 0.03a)(1.09 + 0.03a)

(1.08 +0.01)(1.08 +0.01 @)
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Por otra parte se tiene que:

10.12
1+s,@)=1+s; —(s; —m)a=1+0.12 002a=1.12—002

1+s,@)=1+s; (s, mp)a=1+0.15-003a=1.15—0.03
1+s3(0)=1+s; - (s3 —m3z)a=1+0.15 003a=1.15—0.03
1+s4(0)=1+s4 —(s4 —mg)e=1+0.10_00la=1.10-00la
1+ss(@)=1+ss (ss —ms)x=1+0.10_00la=1.10—00la

De donde se puede obtener:

10.13
(1 + s1(@)(1 + s5(@)) = (1.12 — 0.02)(1.15 — 0.03)

(1 +sp(a)(1 +s2(0))1 +s3(0)) =
=(1.12 - 0.02a)(1.15 — 0.03a)(1.15 — 0.03a)

(1 +s3(a)(1 +s2(a))(1 + s3())(1 +s4(a)) =~
= (1.12 - 0.02a)(1.15 — 0.03a)(1.15 — 0.03a)(1.10 — 0.01a)

(1 +s1(a))(1 +s2(a))(1 + s3(0))(1 + 84 (N1 + s5(0)) =
=(1.12 - 0.020)(1.15 — 0.03a)(1.15 — 0.03a)(1.10 — 0.01c)

(1.10 — 0.01a)

No detallamos los cédlculos (1), para los que basta una pequefia calcula-
dora de bolsillo, que llevan al resultado expresado en (10.15). La curva
viene dada por la figura 10.4, en donde se observa que la funcion es casi
triangular. No se trata de una casualidad ya que mientras el nimero de
periodos (afios) no es muy elevado, se obtiene siempre un resultado que
se acerca a un N.B.T.

Por otra parte, el cdlculo hubiera podido ser realizado con mayor rapi-
dez tomando, para estos datos, la forma (10.2), Como es sabido, si (10.2)
representa un N.B.T. su inversa no es un N.B.T. pero se le acerca mucho.
Asi, pues:

(1) El lector que lo desee puede consultar: KAUFMANN, A. y GIL ALUJA, J.
“Introduccién de la Teoria de los Subconjuntos Borrosos a la Gestién de las
Empresas”, Ed. Milladoiro 1986, capitulo 4.9, en donde encontrara un esquema
de los cuadros que llevan con facilidad al resultado.
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1 ] | \n 1 1 1
10.14 < , , ) z( , , )
l+s 14+m 14r a+9" (1+m*  (G+n)"

1 ]
De todas maneras ————— serd el valor mis pequefio, —————s
+5s) (1 + m)
1
rd el valor que corresponde al maximo de presuncidn y —(—-—)—n— serd
I +r
el valor més elevado. (Evidentemente los resultados numéricos para es-
tos valores sdlo coincidirdn exactamente si no se desprecian decimales).

a V((:l
0 L 15342 , 17207 3
A L15412, 17123 3
.2 ) L5513, 17004 1
.3 L15600 , 16904 1
10.15 .4 | C15687 , 16 8051
.5 | C15766 , 16707 1
.6 | C15845, 16610 1
.7 | £15955 , 16514 1
.8 | C16046 , 16416 1
9| tw138 16316 1
1 16230
FIGURA 10,4
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Si se admite esta simplificacion, el ejemplo de actualizacion que he-
mos expuesto podrd escribirse:

1 1 1 I 1
V, = 5000 (— — —)( ) ooo( , , )
1.12°1.10° 1.08 1.2880 12320 1.1772

1
(+) 3000 )
1.48120 1.37984 " 1.28314

10.16

(=
(+) 3000 ( l l )
(

1.629320 " 1.504025 " 1.385791

(+) 7000

1 1 >
1.792252°" 1.639387 ° 1.496654
= (15342 , 16230 , 17207)
Estos célculos resultan mds cortos pero para un ordenador el tiempo

de obtencion de las respuestas es despreciable tanto para uno como para
otro de estos métodos,

FIGURA 10,5
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En la figura 10.5 se ha representado la evolucién de la curva u para:

1 1
10.17 I , " ]
(1.2 —0.050)'° " (1.1 +0.05e)
es decir para un tipo dado por:
10.18 (0.100 , 0.150 , 0.200)
en % , lo que representa un abanico entre ¢l 10 % y el 20 °6 en 10 afios;
la curva se acerca bastante a un N.B.T.

En la figura 10.6 se ha pasado a 20 afios y nos alejamos mucho mas
de un N.B.T.

A

0 0.05 0.10 0.15

FIGURA 10.6

De manera general se puede afirmar que nos acercaremos mds a un
N.B.T. cuanto més reducidos sean los tipos de actualizacién y mdis peque-
flo sea el nimero de periodos (aflos); esto aparece de manera clara desde
un punto de vista intuitivo.

Sin embargo, como es dificil de obtener una férmula general de
desviacion relativa en relacion a la forma del N.B.T. habida cuenta de la
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variedad que puedan adquirir las Aj, los N.B.T. de los tipos y la duracion,
es preferible realizar los cdlculos utilizando el método de niveles &
ae {0,.1,.2,..,.9, 1} (acortes), siendo suficiente tomar 11 niveles.
En la incertidumbre, la precision de los resultados, que dependen de hi-
pOtesis subjetivas y no de medidas o datos formales, resulta menos im-
portante. Si a pesar de ello se desea una mayor precisién, siempre es
posible tomar 21 niveles, o 101 niveles por ejemplo.

LA HIPOTESIS DE RENTAS BORROSAS
Un supuesto mds general consiste en admitir que las propias rentas son

nimeros borrosos. No resulta mucho mds complicado. -
Si la renta correspondiente al periodo n es incierta y dada por:

Yae [0,1]
1019 AD =AM + (A"~ A, AT — (Al — A ) (1)
y el tipo de actualizacion interviene a través de:

Yael0,1]:

10.20 [ : , : ]
(1+s—(s-ma) (1 +r+(m-1)a)"

el valor actualizado incierto de JE(Z) es decir J’E'(Z) serd:

Vae[o, 1]
) , ) () )
021 ﬁ‘“)—[Al +Ay —AMya A Al Al

[(1+s-(sr—m)a)" T (141 +(m-na)"

Si se acepta la simplificacién triangular se tiene:

(1) Hay que sefialar que los indices inferiores de las A( ) no tienen aqui la misma
significacion que los de la formula (10,1).
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’ A A
1022 AP = [ , -
= (1+9)" (1+71)

(n)
10.23 A'(") - ;A___
' @1 (1 +m)"

y de ahi:

1024 AW = <

AE") A(n) A(n)>
+9" " (14+mt (140"

PLANTEAMIENTOS RELATIVOS AL PROCESO DE INVERSION

Uno de los problemas que pueden ser tratados a través del esquema
que se ha descrito es el de la seleccion de inversiones en el ambito de la
incertidumbre, Su tratamiento se realiza normalmente a través de la ob-
tencién de un maximo o de un minimo. En el capitulo 4, se ha mostrado
como pueden clasificarse los niimeros borrosos considerando su maximo
(o bien su minimo) o Iimite superior (o bien inferior) v, de ahi, estimar
las distancias respectivas en relacion al limite superior (o bien inferior)
recordando que estas distancias d se hallan formadas por la suma de la
distancia a la izquierda y de la distancia a la derecha.

De esta manera, si se consideran cuatro inversiones inciertas actualiza-
das Ji, J2, Js, Ja,se calculard primero:

10.25 gM= glv gzv gsv Ja
ydeahl’ d(JJv JM);j=172)3s4

La distancia d va a proporcionar un orden total (estricto o no) y permi-
tird tomar la decisién para un méximo. Siel orden no es estricto, se pro-
cederd a un segundo criterio 0 a un tercero (como se ha sefialado en el
caprtulo 4),
Para la obtencién de un minimo se tomara la clasificacion en sentido
inverso. Como es sabido el hecho de tomar un extremo superior cierto
J*M en lugar de Jy dard lugar a la misma clasificacion; lo mismo suce-
dera para un extremo mfenor J*™ cierto. Se eligir4 el procedlrmento de
célculo mas comodo.
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Otro problema interesante relativo a las inversiones surge cuando se
establece un umbral (cierto o incierto) para determinar si una inversion
incierta actualizada serd aceptada o no e incluso cudl serd su nivel de
aceptacion introduciendo un “Indice de aceptacién”.

FIGURA 10.7

En la figura 10.7 se ha representado un “‘umbral borroso™ para el cual
se desea saber si puede ser aceptada una inversion actualizada (o no ac-
tualizada), que es:

YV uel0,1] , xeR

10.26 ux)=1 x< ¢
¢ —x
= — Q1<X<Q2
2 -9
=0 Q2<X

Se puede considerar también un umbral borroso a sobrepasar en lugar
de que no sea sobrepasado (a partir de un determinado indice a elegir);
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la pendiente tendrd entonces sentido inverso. Evidentemente no es nece-
sario considerar un umbral borroso rectilineo, como el de la figura 10.7;
se puede tomar cualquier otra curva con tal de que u(x) =1, x <{;
@ (x)=0,x2%; y u(x)sea monétona decreciente entre £, y ;.
En la figura 10.8 se presenta un “indice de consentimiento”
1027 kL) =-reab
~ drea (

Este indice puede variar de 1 a O segiin la manera en que .7‘~E sobrepasa
afl

RS
Roseteds 0% %0 %000,
SHXSEERIKEEKD

FIGURA 10.8

Se puede tomar también la “posibilidad™:

10.28 pOS£($)= V(GO pe(x))

aunque el indice (10.27) parece mds adecuado para este tipo de pro-
blemas.

El fndice (10.27) as{ como también el obtenido en (10.28) puede ser
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utilizado en el supuesto en que x € N y el paso de [0, 1] sea 0.1; las for-
mulas pueden ser adaptadas sin dificultad a este caso discreto,

Prdcticamente, todos los problemas de inversiones para un futuro in-
cierto pueden ser objeto de un estudio con nimeros borrosos elegldos
subjetivamente por uno o varios expertos.
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La determinacién
de efectos olvidados (1)

MATRICES DE INCIDENCIA CUALITATIVA

Resulta interesante estudiar de manera cualitativa la incidencia de cier-
tos sectores sobre los demds, en relacién con los aspectos econdémico, so-
cial, ecolégico, etc. A partir de las matrices de incidencia cualitativas se
pueden investigar diversos mecanismos de causa a efecto que alin no es
posible descubrir a través de la intuicién o la experiencia; es posible tam-
bién intentar crear nuevos mecanismos entre diversos sectores para trans-
formar ciertas situaciones, En la figura 11.1 presentamos una matriz de
incidencia cualitativa elaborada por N. VALERY (2), jefe de redaccion
de New Scientist. Estas matrices intersectoriales juegan, para los aspectos
cualitativos, el mismo papel que las matrices de LEONTIEFF para las in-
cidencias cuantitativas cuando éstas son susceptibles de valoracion. La
matriz presentada por N. VALERY estd formada por tres valores que
pueden ser considerados como una valuacién, mas que como una me-
dida: 1) gran incidencia, 2) incidencia mds débil pero sensible, 3) inci-
dencia despreciable; por nuestra parte les hemos asignado los valores
1, 0.5 y 0. Esta matriz no es, evidentemente simétrica pero si reflexiva
(su diagonal principal estd formada por 1 ya que la influencia de un sec-
tor consigo mismo es igual a 1 por hipoétesis).

(1) Este tema ha sido tratado en la obra de KAUFMANN, A.: Modéles mathéma-
tiques pour la stimulation inventive. Ed, Albin Michel. Paris 1979,

(2) Ver el articulo de N. VALERY en Profils n,© 8, Verano 1976, La presentacion
de la matriz de incidencia ha sido modificada con objeto de realizar la necesaria
adaptacidén con los elementos utilizados en esta obra.
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Hemos tomado la idea y el concepto presentado por VALERY para
utilizarlo de manera distinta y muy especial. La matriz de incidencia
intersectorial de VALERY puede ser considerada como una relacion

borrosa en {0, 0.5, 1} . Hemos encomendado a un grupo de expertos la
reelaboracion de esta relacion borrosa para hacerla pasar de 3 niveles a
11 niveles en { 0, 0.1, 0.2, ..., 0.9, 1} . Dicho de otra manera, hemos

intentado reconstruir esta matriz con una mayor sensibilidad y hemos lla-
mado a la matriz o relacion borrosa @ obtenida (figura 11.2) “matriz de
efectos de primera generacion”.

A partir de & vamos a intentar buscar los “efectos de segunda gene-
racién”. La idea relativa a los efectos de segunda generacion en los feno-
menos socio-econdémicos y ecoldgicos se debe al gran economista y socid-
logo Jean FOURASTIE. Considera que se trata de efectos que no han
sido previstos y considerados cuando se han tomado decisiones, princi-
palmente por altos niveles jerdrquicos, Estos “efectos olvidados” se mani-
fiestan mds tarde, frecuentemente disimulados y a veces de manera dras-
tica. Resulta conveniente detectarlos con anterioridad y tomar a priori
las medidas necesarias para evitar adoptarlos después a un coste superior,
Con este atractivo concepto de Fourastié, se ha buscado un método que
permita descubrir (evidentemente de manera no exhaustiva) algunos efec-
tos olvidados cuando se produce la toma de decisiones.

Para realizar una exposicién a partir de un caso concreto, considere-
mos la matriz o relacion borrosa & representada en la figura 11.2. Calcu-
lemos, ahora:

11.1 R*P=Qe &  endonde o es la composicion maxmin

El resultado se halla representado en la figura 11.3. Esta nueva matriz
®? posee las siguientes propiedades de facil demostracion:

11.2 (R reflexiva) =  (®? reflexiva)

113 (R reflexiva) = (&> D R)

La matriz gz representa, en cierto modo, la unién de los efectos de
primera generacion y los efectos de segunda generacion. Para aislar los
efectos de segunda generacion de los efectos de la primera, se calcula una
nueva matriz:

114 (R? -R) = (VxeE: fpr g(x)= yﬁz(x) - Mo(x))
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213141516

R ]

N

g g

=4 w3 3.5

5 o|e ciix

@ =12 21

o] c|F 512|858

g = IR Y] R IR
R HEEEHEE
olal3(s|3l3|E|alm|ale|q| 3 olelzs
El3]| = clol2 5 .g o= 5 Elo{&|=
ElolMaelolR®ls|slE| TS 0]o|®]|T
Vladi<(ata|RIOE|a|m|Z|[r|ojalals
Clima 1|.5]1].5]1 0(0}.5(0{.5].5/.5(0}%. 0
Poblacién oy1|1}].s|1}1}j0|.5].5/.5|1}1].5|.5!01.5
Agricultura Sl.5) 1.5 11.5).s].s11|1]1].5({0}1]0].5
Sanidad o|1}.5{1|1y.5]1|.5}.5/0].5(.5|].5{1!.5].5
Sociedad O1.57. 5.5 1|11l 1|.5]|.5}5)1]1].5{1]1

1
1

Educacién of 1.5y f1|.5{.5|1{.5)1)1]1]1
Ciencia y Tecnologia P20 P70 10 W 0 0 U 0 W O T 1 O 0 O I O O O O O A0}
Industria SISESs vy rp )]
Energia S1O01 1530111l 1).5](.5
Equipamientos 5101 1)0).5]0) )51 ).5]10]1!.5]0
Medio ambiente S)01 1)1 )15 111101 1]0].5].5].5
Transportes Syttt oyt sty sy 1)11.5]0
Comunicaciones 00103 111i1).5].510(.510(1)1].5]1]1
Economia y Finanzas otof.syrfrfrrrrpririafelstrya}
Defensa Siifsist1iysirjristsirtsiafrfigt
Politica olsyrirtrtedetalebatafafs)iolafy

Matriz de incidencia

E] gran incidencia

E incidencia mds débil pero sensible

incidencia despreciable

FIGURA 11.4

de Nicholas valery
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diferencia algebraica que no debe confundirse con la diferencia en con-
juntos 622 N 62 que mds adelante utilizaremos como variante.
En la matriz de la figura 11.4 los efectos de segunda generacion se

ponen de manifiesto por los valores cercanos a la unidad. En @2 —®un
FIGURA 11,2

I 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415 16

K 3

g

E 2] 8|5

®! 5 | <= |

~ o ]2 21

@ el $151% T
Sl13|tzlel>lal |EIE|5IS|E .
sl5l2lelS|=|5le|s||8|E|Elg 8
«| 813132 93 vlwlaloly| s g o E
Elglgrelg|2l58]2]| 2|3 |5]c]Els|s]3
SleI<|S[& RIS (5|2 |2 |&(S |28 8
Clima 1 91.8].3].1{.5}.1|.5].1].8].2].4].3|.6]0
Poblacién ol 11.3]9(1]|.8/.6).5{.7|.3].6|.8].5].211]|.3
Agricultura dj.4 11.8p.5 (11011372141 11.2100.6].11).4
Sanidad or.6.111{.5[.4).21.1}.1[.3(.210{0|.3|.4].2
Sociedad 0[.81.3]1.2] 1;.8(.8]/.9|1].81.9({.6]{.6|.8].6].9
Educacién Oy 18318111 131¢1.81.31.2].5{.2].2].2 401
Ciencia y Tecnologia 20314067 tbsf a8l 1irj.el|1].2
Industria Jf.2).2p.11.8]101.311(.2]11.8].4].31.51.8].2
Energia 2]0).1j0].6|0].2]1|1]6].9})1]0]|.8]|.4{.6
Equipamientos 0).8(.7|.8]/.6[.8{.4]1|1|[1]|.8].8].7].5].5].3
Medio ambiente 201013111 11.3).31.5].2}0]1}.3].1]4|01.4
Transportes 19.81.21.3(.1|0|01.8(6].21.2]11].2].11.4].2
Comunicaciones 01.3/101.174/0).21.3/.2(.4}).3[.3}/1}0/.3]0
Economia y Finanzas 0O|4(.2[3]|.6[4]|]5].6|.8]4:3]2].2]1]4/].8
Defensa 01.81.1{0(.6].1]1([.61.5!.510)2{116|1]8
Politica 0.7 (341 |4a|2].7]5].3]5]4]3|1[1]1
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 141516

= 3

R2 %n @ @ §

\ngv@:.e ég%éﬂ
gl e|2lalalB|5| 2|52 |2|E[8|S]|8 |2
Clima 1(.81.91.8|.8|.5{.6/.6{.5(.5|.9{.5|.5|.6].6}.6
Poblacién dip1yr.4af9l 1.8 1j{9f1{.81.91.8{.6(.8]14{.9
Agricultura Syt rystsielel.sy r{.St.sl.61.51.6
Sanidad 21.81.3111.6}.61.61.5:61.516].6/.5].5|.6;.5
Sociedad 3{(.91.71.9)11].8].8]1]1}.91.971)|.8].9|.9}.9
Educacién RC 2 I U - S I I U O 0 O T A S O I O O O W O §
Ciencia y Tecnologia 3|.8).7|.8| 1.8 1] 1|1[1{.9]1f1].8]1].9
Industria ,3/.81.7/.8}.8/.8(8;y1]1]|1|.8/.8/.7/.81.8].8
Energia 3|.9|.6[0f.9].6(.6 1|1]1]9]1]|6]|8].8]8
Equipamientos .31.81.7|.8/.8(.8].8;r|1]1][.9;1).7].8].8].8
Medio ambiente 311131 1(.8).8{9|17.8]1;.8[{.6/{.8]/1][.9
Transportes ,3/.81.3/.8/.8/.8¢.6{.8{.7|!.8].8911|.5{.6/.8].6
Comunicaciones 3(.4|4l4(.4(4|4|4|4|48(4|4a|1].4]|.49]4
Economia y Finanzas 3(.7|.41.5|.8[.6|.6[.8(.8/.67.8|.8(.6|1(.8(.8
Defensa 3l.8lst.8r g ebefry .81t 1i.88110.8
Politica 31813171 11811191 11.81 91,7161 1)1

FIGURA 11.3

valor O significa que no existe efecto de segunda generacion, al ser el va-

Joren @ igual que en §.
Por el contrario, un valor elevado en el caso de €2 — R indica la pre-
sencia de un efecto indirecto no descubierto a priori.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213141516

R 8

[y ~N

=) =1

R -8 E L2l fegl2

|51, |5|=

@ | S|slgls|2

5|2 olOf>|a SlElelS)S
EE EIE R E R R R ERE
d|lalolo|le]| 8|S 2 @ a °© >3 g = .9_:
ElslglElg|zl5]alg|2|BlGlE|S|2|S
Siej<|dlale|a|s|S[d[=|&({S|ald|L
Clima 0j.6{0(0{.5{41.1{.5]0].4].11.3([.1].3]0/.6
Poblacién ,3(ot.10)0(0(.4]1.4[.3[.5|.3]10}.87.6([0].6
Agricultura 21.6101.2|1.5|4}.4]1.3|4|.1]0[.3[.5]0].4}.2
Sanidad 21.21.210(.0(.2(.9].4.5({.2({4(.6{.5(-2(.2(.3
Sociedad 31.11.4).710(0]0(|.1|{0Of.1]0}.4(.2].1[.3{0
Educacién .3lof.1}.1({0|0}0|.2]|].7(.8|.4|.8|/.8{.8].6]0
Ciencia y Tecnologia .1].51.3(.2|/0].3]0}0j0}0].1|0]|0]|.2]0].7
Industria 0].6].51.7/0}.8/.5/0}.8,010[.4].4/.3}0].6
Energia .11.91.5|.9).3[.6|4|0[0[4]0|0|.6[0]|.4].2
Equipamientos 3j0|0j0|.2|0j4]|]0|0|0]|.1].2]0].3].3].5
Medio ambiente 110 0j0{0(.5{.5{4|.8/.8/0}.5|.5{.4]1}].5
Transportes 210].1(.5].7(1.8]1.6t0|.1].6|.6{0]|.3[.5{.4]|.9
Comunicaciones 3).1].41.3]0].4|.2]1721{0].1].1|0f.41.1]|.4
Economia y Finanzas .3(.3}1.2(1.21.2(.2].1|].2}0(.21.5|.6[.3|0([4(0
Defensa .3/ 0{4|.8(4|.7|/0|4]|.5(.5|.8{.8].91.2|]0]0
Politica .3].1(0}).3(0|.4(.8].2].5(.5|/.4|.3|.3[(0]|0]|0O

FIGURA 11.4

EL CAMINO PARA LA RECUPERACION
DE LOS EFECTOS SECUNDARIOS

Resulta interesante analizar el porqué este efecto de segunda genera-

cién no habia aparecido inicialmente.
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Siguiendo nuestro ejemplo, vamos a examinar primero la figura 11,4y
buscar en qué casillas se encuentran los nimeros 1. Se les encuentra en
(11.15): medio ambiente - defensa. Para ver de donde viene este efecto
de segunda generacion, pongamos una debajo de otra la fila 11 y la co-
lumna 15 (transformada en fila) de la matriz & (figura 11.2)

11.5 fila (11):
9 10 11 12 13 14 15 16

ETJL}IW‘IleLﬂiJOIWWT'Iﬂglj

11,6 columna (15)

4 9 10 11 12 13 14 15 16

Ubfhhﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂll

11.7  MIN (fila (11),
columna (15))

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Iﬂ#%ddduiiiﬂde[ﬁ

Principalmente se observa que el efecto secundario proviene del efecto
de (11) sobre (2) v de (2) sobre (15). El medio ambiente tiene un efec-
to importante sobre la poblacién y la poblacién tiene un efecto impor-
tante sobre la defensa. La figura 11,5 proporciona una representacion
mediante flechas de lo que se ha presentado en (11.5), (11.6) y (11.7).

En otros términos esto significa que un medio ambiente nocivo (es de-
cir que se adapta mal a una poblacidn, es desfavorable para la defensa).
Esta poblacidon no puede ser incentivada para defender un medio ambien-
te que soporta sin satisfaccidon. En definitiva, se defiende mejor aquello
que se quiere,

Veamos el nivel 0.9 en @ — ® de la figura 11.4, dado que ya se ha
terminado con el nivel 1. Se encuentra en la casilla (9,2): energia - pobla-
cién, en la casilla (9,4): energia - sanidad y en la casilla (15, 13) defen-
sa - comunicaciones.
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MAX-MIN
=1

FIGURA 11.5

Examinemos, por ejemplo, la fila (9) y la columna (4) en & de la
figura 11.2

1.8 fila(9):

2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16

inI 1Jolelofa]i]r]elso[1]o]s[.e]es
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11.9 columna (4):

8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 3 4
[eTosTs[iTeTs el ToTo T 3T [sTo )

11.10  MIN (fila (9) columna (4))

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

i
[2le[[o2To]2[To e[ -2 o [aTo 4]

f

FIGURA 11.6

MAX-MIN
=0.9
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Se observa que el efecto secundario proviene, principalmente, del efec-
to de (9) sobre (11) v de (11) sobre (4). La energia ejerce una importante
influencia sobre el medio ambiente y el medio ambiente tiene una in-
fluencia importante sobre la salud como puede observarse en la figura
11.6. La secuencia (9) = (11) = (4) resulta muy interesante ya que per-
mite realizar otras interpretaciones: utilizar la energfa para modificar el
medio ambiente y convertirlo en mas saludable (desecar las zonas panta-
nosas, desalinizar el agua del mar, cambiar un miniclima nocivo, utilizar
el agua caliente residual de las centrales nucleares para calentar las ciuda-
des, etc.), transformar una polucién en una mejora en las condiciones de
vida por procedimientos quimicos u otros, revisar las fuentes de calor
utilizadas, etc.

Analicemos el caso (15,13) que en @2 — ® toma el valor 0.9

1111 fila (15)

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18

fol.s].1foj.6ja]1[.6].5].5/0].2]1].6]1].8]

11.12  columna (13)

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

rl‘tl.zslo[:li].c;ll[.3]0].7[.|[.2[ IEIEE

11.13  MIN (fila (15), columna (13))

2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16

L;J.slo[o].o].ﬂl|.3]0L.5]o].2[|].3[.1[.3]

f

Cuya representacion tiene lugar en la figura 11.7,

Se observa que el efecto secundario proviene del efecto de (15) sobre
(7) y de (7) sobre (13). La defensa influye sobre la ciencia y la tecnologia
las cuales influyen también mucho sobre las comunicaciones. Resulta evi-
dente que las investigaciones realizadas y los gastos efectuados por una
nacién para su defensa abren importantes puertas a los conocimientos
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FIGURA 11,7

tecnolégicos e incluso formales. Asi se han mejorado y perfeccionado
todas las formas de telecomunicacién civil gracias a estos nuevos conoci-
mientos, Por otra parte, las infraestructuras de comunicacién (carreteras,
vias férreas, aeropuertos, etc.) juegan un papel en tiempos de paz y son
también infraestructuras potenciales en tiempos de guerra.

Estudiemos también la casilla (12,6) en la figura 11.4; una cualquiera
entre otras muchas en la que aparece el valor 0.8. Esta casilla hace refe-
rencia a los transportes y la educacién.
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11.14  fila (12):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
[T 23] a]ofo].8].6] 2] .2[1]2].1].a].2]

11.15  columna (6):

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

L]l[.zs[.l[.ltl.aj 1[.s]oJo[.8].3]oJo[.4].1].4]

11.16  MIN (fila (12), columna (6))

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

[2]8T ]3] JoToJoJol.2]2]0f0].1].1].2]

?

La representacion se ha realizado en la figura 11.8. El efecto proviene
de (12) sobre (2) y de (2) sobre (6). Los transportes tienen una influencia
sobre la poblacién y la poblacién sobre la educacion. Se pueden deducir
diversas conclusiones tales como: pueblos enclavados en lugares en los
que existen dificultades para la educacion, facilidades de transporte que
permiten una gran diversificacién de lineas educativas, se pueden también
concebir medios educativos moviles (autobus - escuela, etc.).

Estudiemos finalmente otro par, la casilla (6,13) para la que se observa
un 0.8 en % — ®&: educacién y comunicaciones.

1117 fila (6)

2 3 4 5 6 7 8 9 1 11 1213 14 15 16

loJ ]3] ]e]af2]s]2].2].2].a[ 1]

11.18  columna (13)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16

[a].s]oJol.e]2["[3]o]7[a]2]1[3]0]3]
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FIGURA 11.8

11.19  MIN (fila (6), columna (13))

9 10 1t 12 13 14 15 16

fols{ofolef2a]1]a]ol.2]1]2].2T.2] 1] 3]

T

La representacion viene dada en la figura 11.9

145
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MAX-MIN
=1

FIGURA 11.9

El efecto secundario a considerar es el de (6) sobre (7) v (7) sobre
(13). La educacion sobre la ciencia y la tecnologia y de éstas sobre las co-
municaciones. Aparecen multitud de ideas sobre tipos de escuelas relacio-
nadas con las comunicaciones, Hay que sefialar que uno de los efectos del
importante desarrollo de los niveles educativos ha causado un efecto se-
cundario a estudiar: el de la ensefianza a domicilio que podria reducir
ciertos problemas de la educaciéon (mujeres en el hogar, puesta al dia de
los técnicos, etc.) bloqueados por las dificultades del transporte o que
comportan transportes suplementarios, La telemdtica educativa va a jugar
un papel en la disminucion de transportes y, por el contrario, va a contri-
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buir al desarrollo de las redes de distribucién de comunicaciones que no
consumen energia,

Recordemos que la valuacién de una matriz tal como la & es general-
mente subjetiva y puede variar de uno a otro grupo de expertos. Con otro
grupo que diera unas valuaciones diferentes, resulta evidente que se halla-
rfan otros efectos secundarios o quizd los mismos. Con los medios em-
pleados, se han obtenido unos resultados en la recuperacién de efectos
secundarios que, evidentemente, no pueden considerarse exhaustivos,

VARJIANTES AL ESQUEMA PROPUESTO

Hemos utilizado para construir §* — & la “diferencia algébrica” ordi-
naria:

1120V x,yeE: pug2 q(x,y)= pg2(x,y) - pg(x,y)
pero se puede utilizar también la “diferencia de conjuntos™:

11.21 VY x,ye€eE: ,u(ﬂz_(ﬂ(x,y) = uﬁzna(x,y)

i

/u'(Rz(x ’ y) /\ /UR(X ’ y)

o también un tercer tipo de diferencia, la diferencia algébrica resultante,
por inversion, de la “suma algébrica”:

A

1122 ¢=a*b=a+b-2a-b , ab,cel0,l]
t :
entonces £_b
11.23 = , b<c¢
AT, ASL

Aplicado a gz y & , este operador proporciona:

VvV x,yeE:
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/IS{Z(X ’ Y) [U\R(X > Y)
11.24 2 (x,y)="—"= - =
8 ug (.y)  ug(c,y)

Se pueden wtilizar (11.20) y (11.24) ya que se tiene siempre para una
relacion reflexiva § C E X E, la propiedad 0’{2 o8 .

Veamos en qué se convierte (Rz — 02 con (11 .21). Presentamos el
resultado en la figura 11.10.

Como puede observarse comparando (11.20) y (11.21), (11.21) separa
menos que (11.20); se pueden, sin embargo, utilizar de manera parecida
para aquellos resultados que se alejan menos de 1. En lo que se refiere a
(11.24), que resulta atractivo desde el punto de vista matemadtico, presen-
ta en relacién con lo que nos interesa aqui, un grave inconveniente. En
efecto, consideremos la formula (11.23). Si ¢ = 1, sea cual sea el valor de
b se tiene siempre a = 1; de esta manera, este operador no separard para
valores distintos de b que es lo que nos interesa obtener aqui. Se puede
no obstante buscar, si resulta util, operadores de diferencia obtenidos por
inversién a partir de operadores anah’ticos borrosos, como los estudiados
en el capitulo 8.

RELACIONES BORROSAS DE INCIDENCIA RECTANGULAR

Se parte de una relacion borrosa 61,2 que proporciona los efectos esti-
mados de incidencia de un conjunto de elementos E; sobre otro conjun-
to de elementos E,; sea 153 otra relacion borrosa que proporciona los
efectos estimados de incidencia de E, sobre un tercer conjunto E;. Final-
mente se establece una tercera relacion borrosa de incidencia &, 3 de E,
sobre E4 (efectos directos de E; sobre E3).

Dado que se han establecido las tres relaciones &2, 823y &3, se
calcula:

* .
1125 13 = Q122823 (e: composicidbn maxmin)
Después se calcula una nueva matriz:
*
11.26 Dz =813 - &3

En general, )3 no es una relacién borrosa ya que puede contener
valores negativos; para evitarlo se realiza una transformacion, haciendo:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314 1516

= g

] -8 & =

, = = o

segln (11.21) S |2 8|5

g 218 18|

® = Slalgla|™

g|=2 o Q> =|E|e |82
Ll ivia|g|alEle E SlotzZ|Elg|w
sl3l31S|3 (8|2 |g|2|ele|E]|2|e|E |2
P T
Sla|l< |82 |Cislald|=(e{d|alal&
Clima 0f.8}.1}.2 5(.5/.6|.5|/.5|.2{.5]|].5|.6/.4]|.6
Poblacion 3/014].1|0(.2{.4}.5{.3|.7|.4}.2(.5|.8]0][.7
Agricultura 3[6(0}.2|.5|.5|.5|.6}.6[.5/0[|.5|/.5|.4|.5].6
Sanidad 2(441.3|{0|5]6]|.6].5/.6].5/.6f.6}.51.5].6]-5
Sociedad 31.21.7|1.8{0(.2(.2).1}0[.2].1|.41.4[.2].4].1
Educacién 3lo|.a]l.2]0]|0]|]0|.2].7]|8|.5|.8].8].8].6].0
Ciencia y Tecnologia 3l.71l6|l4]0].5]0|0|0|O|.2]0|0].4]0].8
Industria 3(.8y.7(.8(.2].8(.7]0]|.8(0|.2].6].7].5]|.2(.8
Energia 3|l.9(6|9|a|6]|6|0[0[4]|.1|0|6].2].6].4
Equipamientos 31.2(.3].21.4|.2l6)0[0]|]0].2}.2].3].5].51.7
Medio ambiente 310(.310(0].7]|.7|.5]|.8]/.8|]0}.71.6].6] 1}.6
Transportes 31.2(.3].7|.8(.8/.6].2|4({.8|.8]0}|.5|.6/.6].6
Comunicaciones 3l.4|4|l4]|.4]|4|4|414]4].4]l4}0(|.a7.4].9
Economia y Finanzas 3] 6|4).5|4]|6|.5|a].2|6]|.7].8{.6]0}1.6].2
Defensa 3(.2f.5(.8{.41.8(0).4|.5(.5{.8}.8].9|.4]0].2
Politica 3(.31.3(.6|/0|.6|.8).3}.5|].7{.5|.6].6(0] 0|0

FIGURA 11,10

WV (x,z) e E; XE;3:

11.27 ;Ler 3(x ,Z) =

(x,2)<0
13

0 ) si ‘11@
#@”(X,Z) , si #@13(X,Z)>0
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En @'13, se examinan las casillas partiendo de las que contienen los
nimeros mas elevados. A cada niimero igual a 1 o proximo a 1 le corres-
ponde un efecto olvidado de E, sobre E; cuando se ha valuado &, 3.
Se analiza entonces para qué elementos de E, interviene este efecto
olvidado.

Pueden ser elaboradas muchas variantes. En particular al considerar
mas de tres conjuntos E;. Se puede también utilizar:

11.28 Dhs =813 NRis

en lugar de (11.26) v (11.27) con un poder separador sensiblemente mas
débil.
Se sugiere también, volviendo a & (figura 11.2), calcular:

1129 §=@-@"

en donde @T es la transpuesta de §. Se obtiene entonces una relacion §
que es reflexiva'y simétrica, es decir § es una relacién borrosa de seme-
janza y resulta interesante descomponerla en subrelaciones maximas de
similitud nivel por nivel. Si se hace lo mismo con @2 pueden aparecer
comparaciones interesantes.

Existen otras muchas posibilidades. Los procedimientos utilizados
pueden depender del tiempo disponible. Si de nuevo se considera & (fi-
gura 11.2) podemos subrayar el hecho de que esta relacién borrosa de
incidencia corresponde al momento t de su construccién y la designare-
mos por & . A una fecha posterior t + 7 se puede considerar que esta
relacion ha evolucxonado para convertirse en &, # ®,, se comparard
entonces } o & tep SON R,. Esta vez &, (R . (R puede contener
valores negatlvos que se reducuan a 0. Esta relacmn borrosa obtenida de
esta manera puede ser itil para hacer que aparezcan efectos de segunda
generacién dindmicos. Resulta posible el estudio de estos fenémenos en
varios momentos de tiempo de manera secuencial. Este estudio puede
también ampliarse al supuesto de relaciones borrosas rectangulares.

Queremos insistir aqui en el hecho de que la investigacion operativa
constituye una ayuda cientifica a la decisidn, en particular a la decision
econémica y esta ayuda debe también incluir la investigacion de los efec-
tos de segunda generacion evidentemente de manera no exhaustiva pero
por lo menos de una manera mayor que lo que permite la simple in-
tuicion.
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La previsién constituye la parte noble del cdlculo econémico y resulta
necesario elegir en funcién de estas previsiones. Pero los efectos secunda-
1ios son siempre numerosos y resulta muy conveniente conocerlos cada
vez mas y mejor.
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Alisado exponencial
con datos inciertos

LA LEY GEOMETRICA
Recordemos en primer lugar algunas propiedades de la ley de probabi-
lidad llamada ““ley geométrica” o “ley de Pascal”. Esta ley viene definida
por:
12.1 pr(w)=y( —-7)* , 0<y<1 , ueN

La figura 12.1 proporciona un ejemplo de esta ley paray = 0.3

bpriw

Yy =03

| Lo

01 23456789 M

FIGURA 12.1

Recordemos que esta ley es tal que:
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,  (-77?
0° = —

12.3
u v?

en donde U es la variable aleatoria que toma sus valores u en N,

b pr(u)
34 Y=0.3
t= 8
.2
1

01 2 345 67 8¢9 m

FIGURA 12.2

Definamos ahora una ley derivada de la anterior llamada “ley geomé-

¥,

trica modificada y amputada a la izquierda para u = 0:

124 pr(u) =(1 —9) ) u=0
=y(l -7, O<u<t
=0 , u>t , uteN

La figura 12.2 proporciona un ejemplo de esta ley para y = 0.3 y
t=38.
ALISADO EXPONENCIAL Y SOBREALISADO

El método de alisado exponencial debe su nombre a la ley (12.4).
Consiste en afectar a los valores numéricos de una serie cronolégica unos
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coeficientes o pesos que correspondan a esta ley. La estimacion para el
momento t, es decir y (t) viene dada por la férmula:

125 y()=(1 - x0) +¥v(1 =" x(D)+ (1 =7 - x(2)

ty (=7 x(t-1D+7-x(t)
(1= O+ 2y (9™ (W)

Y+ D=1 x(O) + T y(1 = x(u+1)
u=0

Calculando (1 —9) - y(t — 1) a partir de (12.5), se obtiene fécilmente:

o<u<t—1;
12.6 y(u+D=vx(u+1)+(l —7)-y(u)
y(0) = x(0)

Lo que permite calcular de una manera cémoda las estimaciones por re-
currencia,

La férmula (12.5) pone de manifiesto que el procedimiento consiste,
en cierto modo, en una actualizacion del pasado, debilitando geométrica-
mente los valores de la serie cronoldgica de t a 0 con una acumulacion del
resto de los pesos para t =0,

La estimacién y (t + 1) ha sido obtenida a partir de x (t + 1) y de y(t)
segin (12.6), por lo que conviene aceptar como valor futuro de la serie
en el momento t + 1 una extrapolacion £ (t + 1) que serd obtenida a par-
tir de y (t) segin las hip6tesis que evidentemente es necesario justificar,
lo que vamos a realizar posteriormente. Asi, si se admite que x (t) tiene
la forma:

127 x()=X+8&()

en donde & (t) representa pequeiias desviaciones en relacion a x, se toma-
rd como extrapolacién:

12.8 Et+D)=y(t)

Si se admite que x (t) adopta la forma:
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129  x(t)=a+bt+&(t)

en donde a y b son coeficientes que deben ser ajustados para cada mo-
mento t segiin un método que explicamos mds adelante, se tomard como
extrapolacion:

1 —
1210 i+ =y @ +k k=a—b< 7)
1211 Y

A veces resulta comodo considerar, para representar el valor extrapo-
lado al momento t, es decir £ (t), la utilizacion de una funcién™ (t)

1212 T =£@®)=y(t-1)

que serd la “previsién para el momento t”.
Se utiliza también lo que se llama “sobrealisado” repitiendo el alisado
exponencial sobre la serie ya alisada. Si:

t

1213y (=1 -7".xO0)+ 2 (=" x(u)
u=1

Se escribira:

12.14 hm=ufﬂVw@+%ﬂU—W“vm0

e incluso, teniendo en cuenta que y;(0) = x(0):
1
12,15 yo,()=(1+y)1 =)' -x(0)+ = (t —u+ 1)y (1 - -x(u)
u=1

Es posible también imaginar un tercer sobrealisado o realizarlo mds veces
si resulta conveniente,

Veamos un ejemplo numérico sencillo en el que se utiliza (12.6) con
v=0.38

x(0)=7, y(@=7

x(D=6 , y(1)=08x6+02x7=62

x(2)=4 , y(2)=08x4+02x62=444
1216 x(3)=7 , y(3)=08x7+02x4.44=6.488

x(4)=9 |, y(4)=0.8x9+0.2x 6488 =8.4976
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x(5)=13, y(5)=0.8x 13 +0.2x 8.4976 = 12.09952
x(6)=8 , y(6)=0.8x8+0.2x 12.09952 = 8.819904
x(7)=12, y(7)=0.8x 12 +0.2 x 8.819904 = 11.3639808%

INCORPORACION DE INTERVALOS DE CONFIANZA

Supongamos, ahora, que las x (u) en lugar de ser datos ciertos son
conocidos bajo la forina de intervalos de confianza, lo que se presenta en
distintas situaciones (informaciones muy diversas, a veces subjetivas,
transmitidas por circuitos humanos deformadores, etc...). Supongamos
que:

12.17 X (u) =[x; (u), X, (u)]

Dado que se habrd mantenido el orden de los extremos inferiores y de
los extremos superiores, se puede escribir:

1218 YO=(-7XO® = 7(1-1-X(@)

12.19 Yu+ D=y -X@u+D)H){I-7Y(u)
en donde:

1220 Y (u)=[y; (u) , yz ()]

Se pueden calcular separadamente las y;(u) y las y,(u) e inmediata-
mente después ensamblar los resultados,
Veamos un ejemplo, siempre con y = 0.8

X(0)=[x1(0) , x2(0)]=[6,9]
XM =[x (1) , x2 (I=[5,8]
1221 XQ)=[x1(2) , x2(D]=[3,4]
XQ3)=[x1(3) , x2(3)]=[9,9]
X@)=[x1 (4 , x2@]=[6,8]
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De donde se obtiene:

x; (0)=6 , y,(0)=6
xp (=5 |, y1{(1)=08x5+02x6=52

1222 x,(2)=3 , y,(2)=08x3+02x5.2=344
x,3)=9 , y;(3)=08x9+02x344="73888
x;4)=6 , vy (4=08x6+0.2x7888=6.3776
x2(0=9 , y:(0)=9
X (1)=8 |, y,(1)=08x8+02x9=82

1223 x,(2)=4 |, vy,(2)=08x4+02x82=484
X2 (3)=9 |, y,(3)=08x9+0.2x4.84=28,168
X, (4)=8 |, y,(4)=08x8+0.2x8.168=28.0336
Por lo tanto:
Y(0)=1[6,9] , Y(1)=1[5.2,8.2]
1224 Y (2)=[3.44,4.84], Y (3)=[7.888,8.168]
Y (4)=[6.3776, 8.0336|

ALISADO EXPONENCIAL CON NUMEROS BORROSOS

Se puede pasar, ahora, a los niimeros borrosos escribiendo para cada
nivela e [0, 1]

1225 Yo0=(1-7" Y, O 2 v(1 -0 Xy00)

v también:

1226 Y, (u+D=7-X,u+HH I -7 Y, )
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y por lo tanto, los nimeros borrosos serdn:

1227 YM=(-7"YO® X 7(1-9" XW
y:

1228 Y(u+tD=y-X(u+DHH) A -7) Y (v
teniendo en cuenta que:

1229 k-A=kfa; ,a,]=[k-a; ,k-a,] , k=20

Antes de pasar a desarrollar un ejemplo, conviene también recordar
que, siA, A, ..., A,y son nimeros borrosos triangulares, entonces:

1230 A=k A (Dka Ay (B) . ¥k -An
ki>0,i= 1,2,...,m
en donde:

m
1231 T k=1

i=1
es también un N.B.T. (hay que afiadir que para ello la condicién (12.31)
no resulta indispensabie).
Vamos a utilizar de nuevo N.B.T. por su simplicidad. Se consideran los
siguientes datos cronoldgicos inciertos:

1232 X(0)=(3,7,9),X(1)=(4,5,5), X (2) = (11,12, 14)
X(3)=(6,8,8),X(4=(7,7,7),X(5)=(5,6,9)

Se calcula, haciendo:

1233 X (u) =(x; (u), X, (u), x3 (u))
y tomando

12.34 v=0.7

x1 (=3 , y,(0)=3"
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Xi(1)=4
1235 X, (2)=11
x; (3)=6
Xy (4)=17
x; (5)=5

X, (0)=7 ,
x (1)=5
x, (2)=12 ,
1236 %, (3)=8 ,
X (M) =7
X (5)=6

x3 (0)=9
x3 (=5
x3 (2)=14 ,
1237 x;(3)=8
x3(4)=7
X3(5)=9 ,

E}

y

>

3

yi (1)=07x4+03x3=37

v (2)=0.7x11+03x3.7=88l

y1 (3)=0.7x6+0.3 x 8.81 =6.843

vy, (4)=0.7x7+03x6.843 =69529

yi (5) =0.7x5 +0.3x 6.9529 = 5.58587

y2 (0)=7

y2 (1)=07x5+03x7=56

ya (2)=0.7% 12+ 03 x 5.6 = 10.08

y2 (3)=0.7x8+03x 1008 =8.624
y2(4)=07x7+0.3x8.624 =7.4872
y2(5)=0.7x6+0.3x74872=06.44616

y3(0)=9
y3{(1)=07x5+03x9=6.2
y3(2)=0.7x 14 +03x 62 =11.66

y3 (3)=0.7x8+0.3x 11.66 =9.098

y3 (4)=0.7 x 7 +0.3 x 9.098 = 7.6294
y3(5)=0.7x9 +0.3 x 7.6294 = 8.58882

Se obtienen as{ los N.B.T.:

Y(©0)=3,7,9, Y(1)=(3.7,56,6.2)

1238 Y (2)=(8.81,10.08, 11.66) , Y (3) = (6.843, 8.624, 9.098)

Y (4) = (6.9529, 7.4872, 7.6294), Y (5) = (5.58587, 6.44616,

8.58882)

La figura 12.3 representa los datos no alisados (12.32) y la figura 12.4
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FIGURA 12,3

FIGURA 12.4
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los datos alisados, Parece que la evolucién se percibe mejor en la figura
12.4, Por otra parte, hay que recordar que la curva central no representa
los valores medios sino los valores del mdximo de presuncion ( 4 = 1) de
los N.B.T.

En la figura 12.5 se ha representado un sobrealisado de Y que hemos
llamado Y'. Se pueden obtener interesantes conclusiones.

by

~

FIGURA 12.5

En este capitulo, no se han abordado las cuestiones fundamentales re-
lativas a la teorfa del alisado, como son la utilizacion del método de los
minimos cuadrados, el paso de la valoracién en t a la previsionent + 1,
eleccion del coeficiente y, métodos adaptativos, etc. El tnico objetivo
ha consistido en poner de manifiesto que no se plantean problemas com-
plicados para pasar a datos inciertos bajo forma de niimeros borrosos, En
realidad, es necesario rehacer toda la teoria del alisado exponencial to-
mando niimeros borrosos X; (t) en lugar de datos ciertos.

Sefialemos ademas que se pueden considerar también coeficientes y
borrosos. Se ha podido observar en epigrafes anteriores que el producto
de N.B.T. no proporciona mis que una aproximacién a un N.B.T.; si
resultara necesario, se pasaria por calculos nivel a nivel.
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En muchos problemas de alisado y de previsién, nos enfrentamos con
umbrales que no es posible sobrepasar. Con la utilizacion del indice de
consentimiento, como se ha hecho anteriormente, se pueden estimar los
riesgos que se corren al traspasar el umbral, lo que resulta en muchas oca-
siones importante y permite, a veces, elegir una politica de gestién dis-
tinta.
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El método «branch and bound»
con datos inciertos

CONSTRUCCION DE UNA ARBORESCENCIA

No puede resultar extrafio que en esta obra se incluyan temas muy
diversos que no siempre tienen una conexién entre si, ya que nuestro
objetivo es poner de manifiesto que los métodos de tratamiento de la
incertidumbre pueden ser aplicados, cuando resulta Util o necesario, a
todos los problemas, a todos los procesos de tratamiento de datos ciertos.
El método ““branch and bound”, conocido por todos los que han utiliza-
do los modelos de investigacién operativa, puede servir también para el
estudio de los problemas combinatorios, como podrd comprobarse. Pero
antes de presentar el supuesto de datos borrosos, recordemos los princi-
pios de este método cuando se suponen datos ciertos. Serd presentado un
ejemplo, el llamado “problema del viajante de comercio” o bisqueda de
un camino hamiltoniano en un grafo.

Sea:

13.1 E={8;,8 .8, .5a}

el conjunto finito de soluciones de un problema. El método y los razona-
mientos continuaran siendo vélidos para conjuntos numerables no finitos
e incluso para conjuntos no numerables de soluciones.

Supongamos una funcion f (s;) ligada a cada solucién s; € E, e intente-
mos determinar el subconjunto E;, C E de las soluciones que correspon-
den al minimo de f (s;) (se supone que este m{nimo existe). Aunque en
primer lugar tratemos de buscar un minimo, el método empleado puede
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servir para la obtencién de un subconjunto Eyy C E de soluciones ma-
ximas.

Consideremos, ahora, una propiedad P, que permita realizar una bi-
particién de E en dos subconjuntos complementarios entre sf A y A:
A, A C E, Supongamos que es posible encontrar una cota inferior by
al valor de las soluciones elementos de E, asf como una cota inferior
b, 2 by al valor de las soluciones elementos de A y finalmente una cota
inferior by = by al de las soluciones elementos de A,

Consideremos ahora otra propiedad separadora Py, en donde la pro-
piedad P, A Pg (el simbolo A corresponde a “y”) se halla asociada a
A N B, de la misma manera que P, APgaANB PrAPgaANB,y
P~ A Pz a AN B. Continuemos de esta manera introduciendo en cada
etapa una nueva propiedad separadora distinta de las anteriores: Pg, Pp,

. etc. Se construye asf una arborescencia. Supongamos que, en lugar de
construir una arborescencia completa lo que llevard en la r-ésima etapa
a 2" vértices que cuelgan de la arborescencia, solo describimos en cada
etapa a dos de ellos y establecemos como regla que s6lo se va a progresar
en las biparticiones sucesivas cuando todas las cotas inferiores valora-

FIGURA 13.1
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1]
[
oo R

fansné]  [ansnc]-

» vértices que cuelgan

FIGURA 13.2

das de los vértices que cuelgan cuando nos hallamos en la etapa t, tengan
un valor superior o igual a la cota inferior del vértice que cuelga consi-
derado, a partir del cual se puede realizar una nueva biparticién. Se puede
afirmar entonces que el conjunto E de soluciones se halla acotado infe-
riormente por este valor ya que la unién de todos los subconjuntos situa-
dos en los vértices que cuelgan proporciona el referencial E. Se trata de
una propiedad general de todo procedimiento dicotémico e incluso de to-
da arborescencia realizada a través de subconjuntos disjuntos sin omisién
ni repeticion, La figura 13,1 pone de manifiesto de manera grifica las
explicaciones anteriores.

La figura 13.2 proporciona un ejemplo en el que se examina ficilmente
cémo la unién de los vértices que cuelgan da lugar al referencial E.

Los vértices que cuelgan son:
132 A,ANB,ANBNC,ANBNC
Se tiene que:
133 (ANBNCQOUANBNC)=ANB
134 (ANB)UANB)=A

13.5 AUA=E
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A partir de lo que acabamos de sefialar, supongamos que se detiene la
dicotomia cuando el subconjunto acotado, respetando la regla asignada,
s6lo contiene un elemento, entonces la cota de este elemento no puede
ser otra que su valor y este valor corresponde a una solucién minima de
E para la funcién f (s;).

Evidentemente, razonando de manera similar, se puede buscar una
soluci6én maxima en el supuesto de que exista. En este caso se programa
considerando las cotas superiores que se intentard disminuir en cada
etapa.

Practicamente el problema mas delicado viene dado por la eleccion de
las propiedades que determinan la separacion y por el procedimiento que
permita acotar etapa por etapa los subconjuntos separados. Hay que sefia-
lar también que es posible, ademds, realizar no s6lo biparticiones sino
también triparticiones, ..., n-particiones adoptando los razonamientos
expuestos anteriormente,

OBTENCION DE UN CIRCUITO HAMILTONIANO MINIMO

Para hacer mas asequible el método “branch and bound”, veamos el
supuesto de su utilizacién con objeto de obtener un circuito hamiltonia-
no minimo en un grafo {problema del viajante de comercio).

Se considera un grafo completo. A cada arco (X;, X;) le es asignado
un valor vi; = 0 (aquf, inicialmente, las vj; son nimeros no negativos
ordinarios). Se colocan valores o en la diagonal principal de la matriz
de los valores vi; y en aquellas casillas de esta matriz en las que un par no
es un arco. Posteriormente veremos c6mo se puede ampliar este esquema
al supuesto de nlimeros borrosos, He aqur el algoritmo utilizado.

A) Restar a cada fila y/o columna de la matriz de las vj; el elemento mds
pequeiio de la fila (o de la columna) hasta su agotamiento. Con ello
se consigue una nueva matriz en la que los elementos, designados por
vij, contienen por lo menos un 0 por fila y por lo menos un 0 por co-
lumna.

B) Calcular la suma de todos los elementos restados de las filas y/o de las
columnas de la matriz en la que los elementos son las v;;. Esto propor-
ciona una cota inferior de la raiz de la arborescencia, rafz que co-
rresponde al conjunto E de todas las soluciones,

C) Elegir (X, X;) para realizar la biparticién, ramificando de tal manera
que:
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136 0(X;, X)) =MAX 7v(X;, X))
i

en donde v (X; , X;j) es la suma del elemento mds pequefio de la fila
X, sin tener en cuenta v (X , Xj), y del elemento mds pequefio de la
columna X;, sin considerar v (Xj, X;), calculando esta v (X;, X;) para
todas las v (X, Xj) = 0.

D) Colocar un vértice y un arco en la arborescencia que correspondan a la
propiedad Pyg: los circuitos no pasan por (X, Xg). Asignar a este
vértice una cota igual a la cota del vértice anterior mds el valor
0 (Xk, Xg).

E) Colocar un vértice y un arco de la arborescencia correspondientes a la
propiedad Pyg: los circuitos pasan por (X, Xg). Suprimir en la matriz
la fila Xy y la columna Xg. Poner un valorcoen todas las casillas que
correspondan a un arco que realice un circuito cuya longitud no sea
inferior a n (en donde n es un cardinal de E) o bien que impida la for-
macién de un circuito hamiltoniano (circuito que debe pasar unay
una sola vez por cada uno de los vértices del grafo). Al colocar este va-
lor e (0 un ndmero muy grande en relacion con los demas) se impedi-
rd que una soluciéon como ésta no cumpla la hipétesis: todo circuito
debe ser hamiltoniano,

F) Restar a cada fila y/o a cada columna de la matriz obtenida en E) el
elemento mas pequefio de la fila (o de la columna) hasta su agotamien-
to, Se obtiene con ello una matriz que contiene por lo meno: un 0 por
Ifnea y un O por columna,

G)Calcular la suma de todos los elementos restados a las filas y/o a las
columnas de la matriz, Afiadir esta cantidad a la cota obtenida en el
vértice anterior de la arborescencia; se obtiene asi’ la cota relativa
al vértice de la arborescencia en la que se ha introducido la propiedad
P o.

H) Si( la matriz obtenida es de orden 1x 1 los cdlculos han terminado y se
ha obtenido un circuito hamiltoniano minimo. En caso contrario debe
continuarse en ),

I} Examinar el valor de las cotas obtenidas para todos los vértices que
cuelgan y seleccionar la mds pequefia (si existe una arbitrariamente),

J) La cota elegida en 1) corresponde a un vértice para el cual la pro-
piedad de biparticion es una propiedad Pj; o una propiedad P;; (P;;: el
circuito hamiltoniano pasa por (X;, Xj) y Pj;: el-circuito hamiltoniano
no pasa por (Xj, X;)).

Si el vértice de la arborescencia posee una propiedad P;j, se pasa de
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nuevo a C). Si el vértice corresponde a una propiedad Pj; se pasa a K).
K)En la matriz que corresponde a este vértice, colocar = en la casilla
(X, Xj) en donde iy j son los de Ej. Restar de la fila X; y de la colum-
na X; sus respectivos elementos mds pequefios. Pasar de nuevo a C).

Este algoritmo ha sido establecido para valores vj; = v (X, X;) que son
nameros ordinarios no negativos. Seflalemos, desde un principio, que este
algoritmo no puede aplicarse directamente a grafos “valuados” en inter-
valos de confianza o en nimeros borrosos ya que, restando a si mismo un
intervalo de confianza, no se obtiene un 0 (lo mismo sucede, en conse-
cuencia, para un nimero borroso),

Se va pues a razonar de manera distinta y operar con los valores infe-
riores y superiores de los intervalos de confianza de nivel .

EL METODO “BRANCH AND BOUND” EN EL SUPUESTO
DE NUMEROS BORROSOS

Veamos pues, después de la observacién que acabamos de realizar, co-
mo se puede utilizar el método en el supuesto de niineros borrosos. Se
va a considerar una matriz formada por los elementos v ;; que son nime-
ros borrosos. Se consideran n a-cortes, por ejemplon =11 con =0, 0.1,
0.2, ..., 0.9, 1. Para cada a-corte, se obtiene una matriz en la que los ele-
mentos son intervalos de confianza |a;;(a), by;(a)] (en realidad el ejemplo
numérico que va a exponerse a continuacion serdn secuencias de nimeros
enteros en N). Se trata entonces separadamente cada matriz en la que los
elementos son ag(a) (o bien en donde los elementos son b;;(@)) lo que
implica realizar n-1 cdlculos en paralelo. Ya no queda mas que sintetizar
los resultados mediante el correspondiente encaje. El método constituye
una generalizacién para todo lo que puede ser tratado mediante “branch
and bound”.

Estudiemos un ejemplo a partir de la matriz dada en la figura 13.3,
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Vamos a tratar completamente las dos primeras de las 19 matrices por
el algoritmo descrito desde A) hasta K); para las 17 restantes Ginicamente
daremos los resultados.

Se parte de la matriz de la figura 13.5.

A) Consideremos esta matriz; se puede quitar 1 de lafila 2,2 de la fila 4
y 1 de la fila 5. Sé obtiene entonces la matriz de la figura 13.6. En esta
matriz se puede quitar 3 de la columna 1 y se obtiene la matriz de la
figura 13.7 en donde existe por lo menos un O en cada fila y cada co-
lumna.

oV 2.3 4 5 6 7 o~ 2 3 4 5 6 7
e=|3]8]s]0]als 138 [5]0]4]8
2(7fe=|7]7]2]9 1 2{6l=|6]6]1]8]0
3[s{ele=|0]s!s]3 3(s|6]e=|0|55]3
alelw|3le]3]2]09]2 alalsl1le]1]0]7
s{ale|2]1]e=]1]7 s|3|s5]1]0lelo]6
sla|1lo]7]3 |3 slalr|o]7]3 i3
78 of1]i5]a]3 ] 7ielo[ 15| a]3]e
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B) La suma de las cantidades que se han quitadoes | +2 + 1 +3=7,
En la arborescencia de la figura 13,26, se asignard a E el valor 7,

C) Consideremos ahora todos los O de la figura 13.7 y apliquemos, para
cada uno de ellos la formula (13.6) indicando el resultado en un pe-
quefio encuadre en la parte superior derecha de la casilla que tiene un
0. Se observa que el miaximo 4 aparece en (X;, X;) v también en
(X3, X7). -

D) En la arborescencia de la figura 13.26, se coloca un vértice 15 para el
que se le asigna 7 + 4 = 11. Se observard que para simplificar la escri-
tura, en esta ocasion y a veces en el futuro, Ej; serd sustituido por ij y
E;; por ij.

E) En la arborescencia de la figura 13.26, se coloca un vértice 15; en la
matriz de la figura 13,7, se suprime la fila I y la columna S, lo que
proporciona la figura 13.8. Examinando los arcos seleccionados, en
este caso 15, se ve que es necesario dar el valor e a la casilla 51 (siel
camino pasa por 15, no debe pasar por 51),

F) Si se observa la figura 13.8 se ve que puede quitarse 1 a la columna 1.

G)La suma de elementos restados es 1 por lo que la cota en 15 de la
arborescencia serda 7+ 1 = 8,

H) La matriz de la figura 13,10 es de orden 6 x 6, por lo que se pasa a I).

I) La cota més pequena se halla en 15 para la que se tiene 8,

J) Se pasa a C).

C) Se considerardn todos los O de la figura 13.10 y se les aplica la férmula
(13.6). El maximo de (Xj, X;) es 5 en la casilla 27.

D) En la arborescencia se coloca un vértice 15 N 27 con un valor 8 + 5 =
=13.

E) En la arborescencia se coloca un vértice 15 N 27. En la matriz de la fi-
gura 13,10, se suprime la fila 2 y la columna 7, lo que da la matriz de
la figura 13.11, Hay que colocar o en la casilla 72 para no realizar un
circuito.

F) Observando la figura 13.11, se ve que puede suprimirse 1 de la fila 7 y
1 de la columna 2, dando lugar a la matriz de la figura 13.13.

G) La suma de elementos que se han eliminado en la figura 13.11 es igual
a1l +1=2.Se colocard pues en el vértice 15 N 27 de la arborescencia
lacota8 +2 =10.

H) La matriz es de orden S x 5, por lo que se pasa a I).

I} La cota mis pequefia en la arborescencia de la figura 13.26 es 10 en
15027,

J) Se pasaa C).

C) Se consideran todos los 0 de la matriz de la figura 13.13 y se aplica la
férmula (13.6). El mdximo se produce para 62; se tiene el valor 4.



177

METODO “BRANCH AND BOUND” CON DATOS INCIERTOS

~e

~Ne
oe
No|oiN|o| ™|}
68500gm3
<lojo| gloin|2
@loig|—|~lo|~
~|§lo|lo|w| ~lo
—f{o|~~]8 ~|»
//234567

FIGURA 13,8

FIGURA 13.9

o|ln|ololflem
<lo|f|eo|~|n
o~ ~|o|~
Nlolew|wn|~18
- IMO flol<
7/3 < v 0O N
il edndo] o] §
Lv 5& 2 §le
1 o o

i S -
N -ANE
A“v m — .Il_o —
N [ON|
flojo@in|~— ©
H (=) (=]

R Rl m ol ¥
N ™M ow n 0N

FIGURA 13,11

FIGURA 13.10

LTS

Ll o o m o~

1ol [A]=

ol 8|7~

B - .IOOMA.hO
<]

e for o -
ol ol
o m,lu «
PR A2 T * B oY

Ded ]
o=
w
©°e

FIGURA 13.13

FIGURA 13.12



178 GESTION PARA EL TRATAMIENTO DE LA INCERTIDUMBRE

D)En la arborescencia, se coloca un vértice 15 N 27 N 62 con la cota
10 +4 =14,

E) En la arborescencia, se coloca 15 N 27 N 62, Se suprime la fila6 y la
columna 2 de la matriz de la figura 13.13, lo que proporciona la ma-
triz de la figura 13.14. Se coloca un simbolo * en la casilla 76 con
objeto de evitar que se produzca un circuito.

F) Examinando la figura 13.14, se observa que no se puede restar nada en
ninguna fila ni columna. Se puede representar la figura 13.15,

G)Lacotaen 15N 27N 62 es pues 10 + 0 = 10.

H) La matriz de la figura 13.16 es de orden 4 x 4. Se pasa a I).

I) La cota mas pequefia para los vértices que cuelgan de la arborescencia
es igual a 10 en el vértice 15N 27N 62.

J) Se pasaa C),

C) Se consideran todos los O de la matriz de la figura 13.16 y se aplica la
formula (13.6). El mdximo es 4 en 73.

D)En la arborescencia se coloca un vértice 15 N 27 N 62 N73 conla
cota 10 +4 =14,

E) En la arborescencia se coloca un vértice 15 M 27 N 62 N 73, En la ma-
triz de la figura 13.16, se suprime la fila 7 y la columna 3;esto da lu-
gar a la matriz de la figura 13.17. Es preciso colocar % en la casilla
36 para evitar la formaci6on de un circuito.

F) Examinando la figura 13.17 se observa que no es posible restar nada.
Se obtiene asi la matriz de la figura 13.19.

G)Lacotaen 15N 27N 62N 73 es pues 10 + 0 = 10,

H) La matriz de la figura 13.19 es de orden 3 x 3;se pasaaI).

I) La cota mas pequefiaes 10en 15N 27N 62N 73,

1) Se pasa a C).

C) Se consideran todos los O de la matriz de la figura 13,19 y se aplica la
formula (13.6). El mdximo se produce para 34 y 41 con el valor 1.
Tomamos arbitrariamente 34.

D) En la arborescencia, se coloca un vértice 15N 27 N 62N 73N 34 con
lacotal0+1=11,

E) En la arborescencia, se coloca un vértice 15 N 27 N 62 N 73 N 34,
En la matriz de la figura 13.19 se suprime la fila 3 y la columna 4. Es-
to proporciona la matriz de la figura 13.20, en donde se coloca una
e en la casilla 46,

F) Examinando la figura 13.20, se observa que no puede restarse nada a
ninguna fila ni columna,

G)La cota de la arborescencia en 15 N 27 N 62 N 73 N 34 es pues
10 + 0= 10,

H) La matriz de la figura 13.20 es de orden 2 x 2, por lo que se pasa a I).
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I) La cota mis pequefia de la arborescencia es 10 en 15N 27N 62N
N 73 N34,

J) Se pasa a C).

C) Se consideran los 0 de la matriz de la figura 13.22, Utilizando la for-
mula (13.6) se encuentran dos valores o : el uno en 41, el otro en 56.
Se toma arbitrariamente 41.

D) En la arborescencia, se coloca un vértice 15 N 27 N 62 N73N34N
N 4T con la cota 10 + o0 = oo,

E) En la arborescencia se coloca un vértice 1SN 27N 62N 73N 34N41,
En la matriz de la figura 13.22, se suprime la fila 4 y la columna 1. Se
obtiene la matriz de la figura 13.23.

F) Examinando la figura 13.23, se observa que no es posible restar nada
de ninguna fila ni columna (lo que resulta elemental).

G) La cota correspondiente a 15 M 27 N 62 N 73 N 34 N 4] es pues
10 +0=10.

H) La matriz de la figura 13.23 es de orden 1 x 1 con lo que el proceso ha
llegado a su fin, Queda por cerrar el circuito hamiltoniano, lo que se
realiza con 56. Esto proporciona la cota 10 + 0 = 10 y el circuito
hamiltoniano minimo tiene como valor 10, Se halla representado en la
figura 13.25:

13‘7 (leX57X61X2!X77X3)X4)Xl)

Presentamos a través de la figura 13.25 la arborescencia completa ob-
tenida por los cdlculos realizados. Se observa que la solucién es nica
ya que ninglin otro vértice abandonado de los que cuelgan posee una
cota igual a 10. Por otra parte, los arcos 41 y 56 abandonados a lo lar-
go del proceso se vuelven a encontrar en la solucion final (figura
13.25).

Vamos a realizar también el desarrollo del proceso para la segunda
matriz de nivel 0.1, con objeto de que sirva para asentar las ideas sobre
este tema,

A) Consideremos la matriz de la figura 13.27. Se puede restar 3 de la fila
1,3 delafila2,2delafila3, 3delafilad,2delafilasS, 3 delafila6
y 2 de la fila 7. Esto proporciona la matriz de la figura 13.28 en la que
también puede restarse 3 de la columna 1. De esta manera existe, en
la matriz de la figura 13,29 asi obtenida, por lo menos un 0 en cada
fila y en cada columna,

B) La suma de las cantidades eliminadas es:
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(3+3+2+3+2+3+2)+(3)=21.
En la arborescencia de la figura 13.51 se colocard para E la cota 21.

C) En la figura 13.29 consideramos ahora todos los 0. Para cada uno de
ellos, se aplicard la férmula (13.6). El maximo tiene lugar para 15 con
el valor S.

D) En la arborescencia de la figura 13.51, se coloca un vértice 15 con el
valor 21 + 5 = 26.

E) En la arborescencia se coloca también un vértice 15. En la matriz de la
figura 13,29 se suprime la fila 1 y la columna S, lo que proporciona la
matriz de la figura 13.30. En esta matriz debe colocarse o en la casilla
51 para impedir la formacién de un circuito. Se obtiene la matriz de la
figura 13.32.

F) Si se examina la figura 13.32 se observa que no es posible restar nada.

G) Se coloca pues 21 + 0 = 21 en el vértice 15 de la arborescencia de la
figura 13.51.

H) La matriz es de orden 6 x 6. Se puede pasar a ).

1) La cota mas pequena de la arborescencia es 21 en 15.

J) Se pasa a C). .

C) Se consideran todos los 0 en la matriz de la figura 13.32 y se aplica la
férmula 13.6. El méaximo se produce en 27 con el valor 4,

D) En la arborescencia se coloca un vértice 15 N 27 conlacota 21 +4 =
=25,

E) En la arborescencia se coloca un vértice 15 N 27. En la matriz de la
figura 13.32 se suprime la fila 2 y la columna 7, lo que da lugar a la fi-
gura 13.33. En esta matriz debe colocarse un o en 72 para evitar ur
circuito. Se obtiene la matriz de la figura 13.35.

F) Examinando la figura 13.35 se observa que es posible restar 1 de la fila
7 y 1 de la columna 2 lo que proporciona la matriz de la figura 13.36.

G) La cota correspondiente a 15 M 27 es pues 21 +2 = 23.

H) El orden de la matriz es 5 x 5; se pasa a 1),

1) La cota més pequeiia de la arborescencia es 23 en 15N 27.

J) Se vuelve a pasar a C),

C) Se consideran todos los O de la figura 13.36, Para cada uno de ellos se
aplica la férmula (13.6). El mdximo tiene lugar en 62 con el valor 3.
D)En la arborescencia se coloca el vértice 15 N 27 N 62 con el valo

23 + 3 =26.

E) En la arborescencia se coloca un vértice 15 N 27 N 62, En la matriz
de la figura 13.36 se suprime la fila 6 y la columna 2 lo que propor-
ciona la matriz de la figura 13.37. En esta matriz debe colocarse un
oo en la casilla 76 para evitar un circuito.
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F) Examinando la figura 13.39 se observa que puede sustraerse 1 de la
columna 1, obteniéndose asi la matriz de la figura 13.40.

G) Se coloca pues 23 + 1 = 24 en el vértice 15 N 27 N 62 de la arbores-
cencia.

H) El orden de la matriz de la figura 13.40 es 4 x 4, se pasa pues, a 1),

1) La cota mds pequefia del vértice 15 N 27 M 62 de la arborescencia
es 24.

J) Se pasa a C).

C) Se consideran todos los 0 de la matriz de la figura 13,40 y se aplica
la formula (13.6) Jo que permite seleccionar 73 con el valor 4.

D) Se coloca un vértice 15 N 27 N 62 N 73 en la arborescencia con la
cota 24 +4 = 28,

E) Se coloca en la arborescencia un vértice 15 N 27 N 62 N 73. En la

. matriz de la figura 13.40 se suprime la fila 7 y la columna 3. Esto
proporciona la figura 13.41. En esta matriz debe colocarse un °° en
la casilla 36 para evitar un circuito. Sé obtiene la figura 13.43.

F) Examinando la figura 13.43 se observa que no es posible sustraer
nada,

() Se colocard pues 24 + 0 = 24 en el vértice 15N 27 N62N 73 dela
arborescencia.

H) La matriz de la figura 13.43 es de orden 3 x 3;se pasaa l).

1) La cota més pequefia es 24 en 15N 27 N 62 N 73,

J) Se pasa a C).

C) Se consideran todos los 0 de la matriz de la figura 13.43 y se aplica
la formula (13.6). Se tiene el valor 1 en cuatro apartados. Se elige,
arbitrariamente, el 31.

D) Se coloca en la arborescencia un vértice 15N 27N 62N 73 N 3T con
el valor 24 + 1 = 25§,

E) Se coloca en la arborescencia un vértice 15N 27N 62N 73N 31, En
la matriz 13.43 se suprime la fila 3 y la columna 1, lo que proporciona
la matriz de la figura 13.44, En esta matriz debe colocarse un e en la
casilla 56 para evitar un circuito; esto da lugar a la figura 13.46.

F) Examinando la figura 13.46, se observa que puede restarse 1 en la fila
5, lo que da lugar a la figura 13.47.

G)Se colocard, pues, 24 + 1 = 25 en el vértice de la arborescencia
I5N27N62N73N31.

H) El orden de la matriz de la figura 13.47 es 2 x 2. Se pasa a 1). o

) La cota mas pequefia de la arborescencia es 25. Se halla en 15 N 27,
15N27N062N73N31yen 15N27N 62N 73 N3], De manera ar-
bitraria podemos elegir este ltimo vértice.

J) Se pasa a C).
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C) Se consideran todos los O de la matriz de la figura 13.47; esto propor-
ciona % en dos posiciones. Arbitrariamente se elige 46.

D) Se coloca un vértice 15N 27 N62 N 73 N 31 N 46 en la arborescencia
con 25 + o0 =00,

E) Se colocaunvértice 15 N27 N 62N 73N 31 N46 en la arborescencia.

F) Si se observa la matriz de la figura 13.48, se ve claramente que no es
posible sustraer nada.

G) Se coloca 25 + 0 = 25 enel vértice 15N27N 62N 73N 31 N46de
la arborescencia.

H) El orden de la matriz de la figura 13.48 es 1 x 1. Se pasa a 1).

1) La cota mas pequefia es 25 y se encuentra en tres vértices que cuel-
gan, Si se elige el que acabamos de hallar en G) se cierra el circuito con
54 y se ha encontrado un circuito hamiltoniano minimo cuyo valor es

. 25. La existencia de otros vértices que cuelgan con valor 25 indica una
posibilidad de otras soluciones minimas. La arborescencia obtenida se
presenta en la figura 13.51,

Parece conveniente sefialar que como consecuencia de estos dos proce-
sos podria llegar a pensarse que no resulta necesario volver hacia atrds en
un vértice que cuelga para el que el extremo es més pequeflo. Seria total-
mente erréneo, Vamos a presentar en la figura 13.52 la arborescencia
correspondiente a la matriz de nivel @ = 1. Los nimeros que aparecen
dentro de un circulo indican el orden en que se ha realizado la construc-
cién de la arborescencia.

Vamos a dar, ahora, los resultados para los a niveles de 0.1 a 1 indi-
cando que, para ciertos valores, los caminos hamiltonianos obtenidos no
son Gnicos. En este supuesto vamos a presentar uno sélo.

El nimero borroso del {o de los) camino hamiltoniano borroso mini-
mo se obtiene seguidamente (13.8) a través de un encaje.

1
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FIGURA 13,53
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INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS

Es posible, por construccion, realizar la siguiente interpretacion de los
resultados de la figura 13.53. Si consideramos un nivel « y si se elige el
camino hamiltoniano que proporciona un valor V¥ (extremo superior)
este valor no serd sobrepasado; si se elige un camino hamijltoniano Vs
(extremo inferior) este valor siempre serd superado o igualado (aunque
no serd superior a V¥).
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Sin embargo resulta necesario insistir que esto es vdlido para el nivel
a elegido ya que si se considera, por ejemplo, a = 0.4, V¥ = 23 es decir
VE, =3 +3+2+2+3+1+9=23;elmismo camino al nivel 0.2
proporciona Vg, =3 +3+3+3+3+2+9=26.A un nivel de pre-
suncidon mas bajo se puede sobrepasar Vg 4. De esta manera se elige un
camino aceptando un riesgo que puede asociarse al nivel a considerado.
Si existe un mismo camino hamiltoniano minimo para un mismo nivel «,
el valor del camino pertenecerd a [V« , V¥]. Asi, tomando como ejemplo
los resultados de la figura 13.53, si escogemos un nivel & = 0.1 y si se
elige V* se obtiene que el valor incierto del camino pertenecerd a[10,25].
Si se elige @ = 0.2, como los dos caminos son iguales, el valor incierto
pertenecera a [V« , V¥] =1[11,24].

Resulta interesante calcular, para todos los circuitos hamiltonianos
distintos presentados en la figura 13.53 los nimeros borrosos respectivos
que son representativos del valor borroso. Existen 5 circuitos distintos:

—(1,5,6,2,7,3,4, 1) para los 8 casos siguientes:
a=01yVy,0=02y Vs, a=03y Vs,
a=04yVye,a=05yVye,a=06y Vy,
a=02yV* a=03yV*,

—~(1,5,4,6,2,7,3,1) para los 6 casos:
a=08yVy,a=09yV,,a=0.1y V¥,
a=07yV* a=08yV* a=1yV*=V,

13.9 —(1,5/4,6,3,7,2, 1) para los 2 casos:
a=04yV* a=05yV*

—(1,5,2,7,3,4,6, 1) para el caso:

a=0.6yV*
-(1,2,7,6,3,4,5, 1) para el caso:
a=09yV*

Para cada uno de estos caminos distintos, vamos a suministrar los valo-
res borrosos, después de realizados los correspondientes cilculos.

El niimero borroso obtenido en (13.8) es el valor del circuito hamilto-
niano borroso 6ptimo; se da la circunstancia que este circuito borroso
Optimo es un circuito no borroso (comparar (13.8) y (13.10)); en otros
supuestos, el circuito hamiltoniano éptimo puede ser borroso (es decir
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(1,5,6,2,7,3,4,1) PROPORCIONA :
10 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
1310 [al3]afa]sTele]e] 7] 7] ][9] 7] 5]2]1]

{(1,5,4,6,2,7,3,1) PROPORCIONA
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

1311 (o] [.3[a]als] 5[ 6] e]7[1]0] 7].5]5] 3]
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{1,2,7,6,3,4,5,1) PROPORCIONA ;
10 11 12 13 14 15 i6 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

13.14 [o]oJoJolaJa] s el 7] 79[ 1 [ 8] 8] 6] 5] 5]

27 28 29

2

no ser especificable en tanto que circuito en el sentido de la teoria ordi-
naria (no borrosa) de grafos). El resultado obtenido en (13.8) debe ser
considerado como un extremo inferior. Comparando (13.10), (13.11),
(13.12), (13.13) v (13.14) se observa que (13.10) es un extremo inferior
de (13.11),(13.12), (13.13) y (13.14).

El método “branch and bound” se aplica también sin demasiadas dificul-
tades en el supuesto de obtencién de un mdximo (extremo inferior) para
datos expresados en nimeros borrosos. La diagonal principal se llenard de
0 en lugar de == y si se establece que, a lo largo del proceso, un circuito
no debe pasar por un arco, se colocara un 0 en la casilla correspondiente
(o bien un simbolo de prohibicion que impida considerar la casilla). Evi-
"dentemente deberd modificarse en consecuencia el algoritmo relativo a
los circuitos hamiltonianos. Se pueden tomar, también, los complemen-
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tos a uno con mayoracion de los datos borrosos para convertirlo asi en
un problema de minimos.

La obtencién de caminos hamiltonianos (caminos no cerrados) con da-
tos borrosos se realiza a través de procedimientos muy similares.

En general, el método “branch and bound” se aplica a datos formados
por monoides conmutativos y monétonos. En el ambito de lo borroso se
pueden plantear una gran variedad de casos nuevos e interesantes. No fal-
tan, en los problemas combinatorios de las situaciones reales, datos ex-
presados en nimeros borrosos; incluso puede decirse que son frecuentes.
Si se trata de distancias, son generalmente no borrosas, pero si son tiem-
pos, costes, beneficios, etc..., este tipo de datos se hallan impregnados de
una incertidumbre natural que conviene tener en cuenta.

Como ha podido observarse, el concepto de opcidon de optimizacién
en el supuesto de datos borrosos plantea problemas diferentes del que ha-
ce referencia a los casos no borrosos. La palabra optimizacién no puede
tener el mismo sentido estricto en el supuesto de datos borrosos. Volve-
remos a insistir en esta importante cuestion.



14

Método P.E.R.T. o C.P.M.
con plazos inciertos

REPRESENTACION DE LOS TIEMPOS MEDIANTE
INTERVALOS DE CONFIANZA

El método del camino critico (en inglés Critical Path Method o tam-
bién P.E.R.T.) es tan conocido que no vamos a molestar al lector recor-
dando el supuesto normal con datos ciertos o incluso aleatorios (1). Sin
embargo, el hecho de que en la practica resulte habitual, en estos momen-
tos, que los plazos de ejecucion de las tareas se planteen de manera incier-
ta parece conveniente y Util proponer algunas variantes a los métodos clé-
sicos para tratar, de la mejor manera posible, las redes utilizadas en las si-
tuaciones menos favorables para el planificador. Vamos a proponer diver-
sas maneras de operar en el supuesto de datos inciertos,

Vamos a presentar algunas variantes a partir de un ejemplo.

Supongamos que los tiempos de las operaciones de una red, estudiada
por los métodos del camino critico, se establezcan mediante la hipotesis
segin la cual para cada tarea se puede asignar, en lo que se refiere al tiem-
po de ejecucion, un tiempo “optimista” y un tiempo “pesimista”. Por lo
tanto una vez mas, bajo forma de intervalos de confianza se tendra:

14.1 T = [duracién optimista, duracion pesimista]

y que para cada hipdtesis, la baja y alta, se busca el plazo total y el cami-
no critico. Veamos pues un ejemplo.

(1) Si alguien desea refrescar la memoria puede consultar: A, KAUFMANN y G,
DESBAZEILLE: “Método del camino critico”. Ed, Sagitario. Barcelona, 1965.
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Para cada operacion (X; , X;j) se establece una duracién optimista
tx (X , Xj) y una duracion pesimista t* (X; , X;).
* Empecemos con los datos optimistas (figura 14.1).

312

HIPOTESIS OPTIMISTA

FIGURA 14.1

En la figura 14.1 se ha presentado el camino critico y se dotan a los
acontecimientos que no estdn en el camino critico de dos fechas t/t' en
donde t’ representa la fecha que no debe sobrepasarse si no se quiere
modificar la fecha mas préxima del final de los trabajos, en nuestro caso
36 (duracién optimista).

FIGURA 14.2

HIPOTESIS PESIMISTA
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En la figura 14.2 se han representado las hipétesis pesimistas. El ca-
mino critico ha cambiado. La finalizacién de los trabajos ha sido estima-
da en 44 unidades de tiempo en lugar de 36.

Se han obtenido, con las mismas notaciones que las de la figura 14.1,
para los acontecimientos que no se hallan en el camino critico, las fechas
que no deben ser sobrepasadas. Resulta, ahora, conveniente realizar una
observacién. Evidentemente, con la hipotesis pesimista la fecha mds cer-
cana de finalizacion de los trabajos ha sido alejada aunque las fechas a no
sobrepasar no se hallan forzosamente mds lejanas. Examinemos, por
ejemplo, lo que sucede en F. En la hipétesis optimista no debe sobrepa-
sarse 21 y en la hipotesis pesimista no se debe ir mds lejos dg 19, en don-
de 19 < 21. Por el contrario, en G, en la hipétesis optimista, no se debe
sobrepasar 17 y en la pesimista no se puede sobrepasar 19 y 19 > 17.
Asfi, el paso de un camino critico a otro no provoca una diferencia en las
fechas de alerta siempre en el mismo sentido, Convendrfa tomar, como
fecha de alerta, la mis pequefia. Asf, en F se tomard 19y en G se toma-
ral7.

De todas maneras conviene, desde que una o varias operaciones han
finalizado, confeccionar un nuevo grafo teniendo en cuenta lo que ya ha
sido realizado; por otra parte, esto puede en ciertos casos modificar los
plazos de las operaciones optimista o pesimista. En la incertidumbre,
resulta necesario un espiritu de adaptacién y tener en cuenta c6mo evo-
luciona la informacién. El hecho de considerar intervalos de confianza
que corresponden a estimaciones de expertos (de uno o de varios) impo-
ne todavia mas la adaptacion a medida que va desarrollindose el pro-
yecto.

EL PROCESO CON LA UTILIZACION DE N. B. T.

Supongamos ahora que se ha considerado un tercer tipo de datos; da-
tos que vamos a calificar de “realistas” y que se encuentran dentro del
abanico optimismo-pesimismo. Vamos a representarlos en el mismo grafo
que el de las figuras 14.1y 14.2.

La figura 14.3 proporciona los resultados con datos realistas. Se da la
circunstancia de que el camino critico coincide con el relativo a los datos
optimistas, pero no tiene por qué ser siempre asi. La duracion realista es,
en este caso, 38,

Vamos a abordar, ahora, otro método. Supongamos que con los datos
de las figuras 14.1, 2 y 3 construimos nimeros borrosos triangulares:
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14.2 (optimismo, realismo, pesimismo)

HIPOTESIS REALISTA

FIGURA 14.3

Como es conocido, la suma de nimeros borrosos da lugar a un nimero
borroso pero el maximo (supremum) y el minimo (inferum) no propor-
cionan nimeros borrosos triangulares mas que en el supuesto de que exis-
ta dominio. Para avanzar a lo largo del grafo, precisamos de una regla sen-
cilla. Elegiremos la siguiente ya citada y utilizada. Si se parte de dos nu-
meros borrosos triangulares:

14.3
14.4 (a; ,a; ,a3) y (by,bz,b3)

vamos a escribir:
14.5 (a; +2a; +a3>b; +2b; +b3)=((ay,22,33) = (by, bz, b3))

En el supuesto de igualdad, se puede tomar como segundo criterio
a, > b, y-si es necesario un tercer criterio a; > bj.

Nos encontramos ante un proceso secuencial de optimizacion.

Si consideramos los datos de las figuras 14.1, 2 y 3 bajo la forma de
nimeros borrosos triangulares.
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14.6

v (A, B)=(3,5,8), v(A,C)=(7,7,8), v (A,D) = (4,4, 5),
v (AE)=(8,10,12), v(A,G)=(2,3,4), v (B, F) = (9, 10, 11),
Vv(C,F)=(6,7,8), v(C,1)=(7,8,9), v.(C,]) = (4,4, 5),
v(D,G)=(5,5,5), v(D,H)=(8,8,8), v (E,H) = (5,5,6),
v (E,M) =(9,9,9), v (F,1)=(1,4,7), v (G,J) = (8, 10, 13),
v (G,K)=(3,3,4),v(G,L)=(7,7,7), v (H,K) = (11, 11, 11),
v (H,N)=(13,15,18), v (1,L)=(11,12, 14), v (J, M) =(5,5.6),
v (K, M) = (6,6, 6), v(L,N)=(3,3,4), v (M,N) = (6. 6,6).

Procedamos a la optimacién

14.7

y*(B)=(3,5,8). v*(C)=(7,7,8), v* (D) = (4,4,5),
v*(E)=(8,10,12), v* (F) = v*(B) (+) ¥ (B,F) V v* (O)(+)
V¥ (C,F)=(12,15,19)V (13,14, 16)= (12,15, 19),

V(G =y (A (H YA, GV y*(D)(+) v (D,0)
=(2,3,49)V(9,9,10)=(9,9, 10)
y*(H)y=y*(D)(+) v (D,H)

V y*(E)(+) v(E,H)=(12,12,13)V (13,15,18)=(13, 15, 18),
YD) =y* (HH)V(F,DVy*(O)(+) v (C,1)=(13,19,26),

Los resultados son trasladados a la figura 14,4,'Se obtiene para la
fecha mas cercana el nimero borroso triangular (36, 38, 41) v el camino
critico coincide con el de las figuras 14.1 y 14.3. Llegados a este punto
nos encontramos con una dificultad que debemos superar. Los cdlculos

(1) El simbolo Y indica que se utiliza el criterio (14.5) y si es necesario los otros dos
criterios de manera sucesiva,
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han sido presentados en la figura 14.4, Se observa que no es posible, bajo
esta forma, presentar los datos de alerta en los acontecimientos que no se
hallan en el camino critico. Entonces, se puede utilizar para cada niimero
borroso triangular (a;, a,, a3) lo que llamaremos su “mejor representa-
¢ién”, la mitad de su distancia a (0, 0, 0), es decir:

14.8 aj +2 a, + a3
4

Asi transformados, los resultados de la figura 14.4 proporcionan los de
la figura 14.5.

3,58

2105, 125,19 13,19,26
F ¢

)
L12,,, 24,380
L

FIGURA 14.4

~ 4,
5,25/8.75 FIGURA 14,5

15,25/18,75 19,25/22.75
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Se han podido colocar asi las fechas de alerta, las cuales constituyen la
expresion de la sustitucion de los N.8.T. por su mejor representacion for-
mal, Podemos plantearnos la siguiente pregunta: ;por qué no utilizar des-
de el inicio la mejor representacién de los N.B.T.? Pues dado que los dos
grafos 14,4 y 14.5 se utilizan conjuntamente, aportan informaciones
complementarias.

Comparando las figuras 14.3 y 14.5 se observa que los resultados son
muy parecidos. Pero no siempre sucede asi, Comparemos

ay +2a, tay conas:
4
149 a) +2a2 +a3
———— e a2
4
e incluso:
14.10 a; ta;z:a,
Mientras a; + a3 se halle proximo a 2 a, los resultados no diferirdn
ay +2 g + a; )
demasiado, tanto si se toma —4—— como a; . Pero no sucedera

lo mismo si a; + a3 es sensiblemente distinto a 2 a, .

En ciertos casos la utilizacién de N.B.T. puede resultar inaceptable y
es aconsejable utilizar ndmeros borrosos cuya forma se adapte mejor al
problema que se desea resolver. Es entonces cuando resulta conveniente
la realizacién de cadlculos nivel por nivel, por ejemplo 11 niveles 0, 0.1,
0.2, ..., 0.9, 1 y para cada uno de ellos considerar los intervalos de con-
fianza, Evidentemente el tiempo total de ejecucion del proyecto, que se-
rd también un intervalo de confianza, va a variar en su encaje. Los c4lcu-
los son mds largos (practicamente diez veces mds) pero con el uso de or-
denadores, este efecto resulta despreciable. En este supuesto conviene
estudiar las mejores variantes.

LA HIPQOTESIS DEL SUMINISTRO DE DATOS
POR VARIOS EXPERTOS

Vamos a abordar ahora una situacioén bastante generalizada. Se da
cuando los datos de las operaciones son suministrados por varios exper-
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tos que pueden estar en desacuerdo y resulta interesante definir un
procedimiento que sea adaptable a esta situacion.

Para empezar supongamos que una operacion es estudiada por cuatro
expertos (por ejemplo) y que cada experto expresa su opinion a través de
un N.B.T. Proponemos que, para cada N.B.T., se considere su mejor
representacion que llamaremos ‘“‘real asociado al N.B.T.” o “niimero aso-
ciado” cuya formula viene dada por:

a, +2a, +a
14.11 a=—l—:-—2———3—

Se calculara entonces para cada N.B.T. el nimero asociado y se toma-
rd como dato optimista el mas pequeiio de los nimeros asociados y como
dato pesimista el mds grande. Asi, por ejemplo, dadas cuatro opiniones
de expertos:

N.B.T. Numero asociado
(5,8,9) - 7.5
4,7,11 - 7.25

14.12 ( )
(5,5,8) = 575
(3,6,13) — 7

Se tendr{a entonces para las duraciones:
14.13  dato optimista: te = 5.75

14.14. dato pesimista: t* =17.50

Para cada operacion se determinaran las t« y t*. Con las ty« se tratara
la red asignando la fecha optimista al momento més temprano de la fi-
nalizacion de los trabajos, ei camino cri'tico y las fechas de alerta de los
acontecimientos que no se hallan en el camino critico. Se hara lo mismo
con las t*. Es lo que hemos propuesto en las figuras 14.1 y 14.2 pero en
esta ocasiéon con los datos suministrados por los expertos como en
(14.12). El planificador aportard su opinién y eventualmente sus decisio-
nes a partir del abanico [ty , t*] tanto para la duracién total como para
las fechas de alerta, teniendo en cuenta que puede producirse una inver-
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sién para ciertos acontecimientos (fecha de alerta mas tardia para el su-
puesto optimista o reciprocamente). Esto no debe resultar paradoéjico si
se tiene en cuenta que las redes consideradas no forman un grafo total-
mente ordenado que posee sin embargo una funcién ordinal.

Se puede proponer también otra manera de agregar: para cada ty y t*
de una misma operacién se toma la duracién media:

t +t*
2

1415 t =

y considera el N.B.T, simétrico:
1416 (ts, t, t*)

te + t*
lo que proporciona los niimeros asociados —2— con los cuales se trata-

rd la red. Las tres redes calculadas con los t« , t , t* permitirdn una apro-
ximacién eficaz al desarrollo del proyecto en aquellas situaciones de
incertidumbre resultantes de la inevitable subjetividad de los expertos.

Se pueden considerar otras variantes que, en determinadas ocasiones,
resultan necesarias. Si el nimero de expertos es suficientemente grande,
se pueden utilizar datos bajo la forma de subconjuntos aleatorios borro-
sos en donde se elaboran estadisticas sobre subjetividades diversas. Los
cdlculos resultan mads largos pero no olvidemos que estamos viviendo en
la era de la informitica.

Una vez mas resulta evidente que la certeza, e incluso la aleatoriedad,
es mds rigurosa que la incertidumbre, pero vivimos también en la era de la
incertidumbre y hay que acomodarse a ella.
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Criterios de decision
basados en cocientes
con datos inciertos

CONSIDERACIONES PREVIAS

En el dmbito de la gestion resulta frecuente la necesidad de tomar de-
cisiones que se apoyan en criterios tales como el de coste-eficacia, cali-
dad-precio, ratios financieros (1), etc. que se plantean en forma de co-
cientes formados por datos que por estar referidos a periodos futuros,
resultan inciertos. En lineas generales el numerador y denominador de
estos cocientes varian de manera inversa en funcién de una misma va-
riable escogida convenientemente. En situaciones de incertidumbre re-
sulta muy eficaz la utilizacién de los nimeros borrosos.

El planteamiento puede realizarse suponiendo que todos los datos
son positivos, es decir que pertenecen al conjunto Rj. Utilizaremos
primero el concepto de intervalo de confianza para pasar luego a los
niimeros borrosos.

Se designa el numerador con la letra N y el denominador con la le-
tra D. Un intervalo de confianza numerador serd designado por:

15.1 NZ[NI ,N2]

y un intervalo de confianza denominador por:

(1) Para el tratamiento de los ratios financieros en la iqcertidumbre Puede consultar-
se KAUFMANN, A. y GIL ALUJA, J.: Introduccibn de la teoria de los subcon-
juntos borrosos a la gestiéon de las empresas. Ed. Milladoiro. Santiago de Com-
postela. 1986, cap. 8.
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152 D=[D,,D,]

siendo Ny , N, , D, , Dy > 0 como se ha sefialado anteriormente. Por la
aritmética de los intervalos de confianza se tendra:

N, N,
15.3 Q=N(:)D= |— , —
D, D,
Si se escribe:
154  Q=[Q,,Q;]
se tendrd:
155 (01,0 = |2, 2
. 1,2} = - sy
Q. Q,

COMPARACION ENTRE INTERVALOS DE CONFIANZA

Para comparar dos intervalos de confianza se dispone, como primer
criterio el de dominio:

15.6
15.7

158  (a; >b; ,a; >by)=(A>B)

A=J[a; ,a,] , B = [b;,by]

Si no fuera suficiente, se tomaria:

15.9 <31+32 > b1+b2

Sia; — by =a, — by, se deberia tomar un tercer criterio:

0, seglin la naturaleza del problema,
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Para ordenar A y B resulta lo mismo realizar la comparacion con su
maximo que con su minimo y tomar la correspondiente distancia. El
criterio (15.9) es equivalente al siguiente:

15.12  (d(A, A(AN)B)>(d(B,A(A)B))=(A>B)
o bien en sentido inverso:
15.13 (d(A,A(M)B)) <(d(B,A(V)B))=(A>B)
El criterio (15.9) es también una distancia, la de los extremos del

intervalo a [0, 0] = 0 dividida por 2.
Veamos un ejemplo de clasificacion de cocientes.

15.14
1515 NO=[4,9] D) =112, 15]
15.16  QU) =[4/15,9/12] =[0.266 , 0.750]

15.17
1518 N®) =13,10] D® =[11,24]
15.19  Q®) =[3/24,10/11]=[0.125,0.909]

15.20

1597 N®=[2,12] D® =[6,9]

15.22 Q@ =1[2/9, 12/6] = [0.222 , 2.000]

Como no existe dominio entre cada uno de los Q(i) ,i=1, 2,3 excep-
to entre Q(2) y Q13), tomemos el criterio (15.9).

0.266 + 0.750
1523 d(@QM ,0)= - =0.508

0.125 4+ 0.909
1524 d(Q®,0)= - =0.517
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) 0.222 + 2.000
1525 d(QW,0)= —————— =111l

En cuyo caso:

1526 (1.111>0.517>0.508) = (Q®) = Q(*) = Q1))

CLASIFICACION DE COCIENTES EXPRESADOS EN NUMEROS
BORROSOS

Pasemos ahora a los nimeros borrosos. Se parte de:
V Ni (@,N; (2),Dy (@),D; ()€ Ry
YV ael0,1]
entonces sera:

}23; N (@) =[N (&) ,N; (®],D (@) =D, (@), D, ()]

15.29 Q (o) =[Q: (o), Q; ()]

=[N1 (@  N;(a)
D; (@ ~ Dy (a)

15.30

y se escribird:

1
Q(@)da+ f

1 1
1531 d(Q(a),0)= ? (j

Q=0

Q. (a)d a)

y al considerar el dmbito discreto y tomar valores de: @« = 0, 0.1, 0.2,
..y 0.9, 1 se tendra:

1 1 1
153 4Q@.0=7 (2 a@+ 2 %)

«=0,0.1,0.2,..09,1
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Veamos un ejemplo de clasificacion para tres cocientes:

15.33

1534 Qi =N;()D;,Q:=N2(:)D2,Q3=N;3(:)Ds

15.35

209

en donde los nimeros borrosos vienen dados por los cuadros siguientes

a través de los a-cortes.

15.36

« | N@© D1 (@) Q1 @ =11 (@) () D; @
0 [4,9] [12.15] [0.226 , 0.750]
o1 | [a.9] [12,15] lo.226 , 0.750]
02 | fa,8] [12,15] [0.226 , 0.666]
03 | [s.8] [12,15] [0.333, 0.666]
0a | [s.8] [i2,14] lo.357, 0.666]
os | [s.8] [12, 1] [0.357, 0.666]
os | [6.7] [13, 14] [0.428 , 0.538]
01 | [6.7) [13,14] [0.428 , 0.538]
o8 | [6.7] [13,14] [0.428 , 0.538]
05 | [s.7] [13,14] [0.428 , 0.538]
1 7 13 0.538
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15.37
« | N@ Dz (@) Q2 (@) =N, () () D; (@)
0 [3, 0] (i1, 24] [0.125 , 0.909]
o1 | [a,10] [i1,23] [0.173 , 0.909]
oz | [4,10] [12,22] [0.181, 0.833]
0.3 [4.9] [12,21] [0.190, 0.750]
0.4 [5.9] [12,20] [0.250, 0.750]
0.5 [s.9] (13, 19] [0-263, 0.692]
0.6 [6.9] [14,19] [0.315, 0.642]
0.7 l6.9] [14, 18] [0.333, 0.642]
0.8 [6,8] |15, 17] l0.352,0.533}
0.9 [7.8] [15,17] [o.411, 0.533]
1 8 16 0.500
15.38

o N3 (@) ) Q3 () =3 (@) () D3 (@)
0 [2,12] ls , 5] [0.222 , 2.000]
0.1 (2, 11] (6. 8] [0.250, 1.833]
0.2 [3,11] [s, 8] [0.375, 1.833]
0.3 [3,11] ls . 8] [0.375, 1.833]
0.4 (3, 10] s, 8] [0.375, 1.666]
0.5 [3,9] [7,8] [0.375, 1.285]
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os | [a.8] [7.8] [0.500, 1.142]
01 | [a.7] [7,8] [0.500 , 1.000]
08 | [a.6] [1.8] [0.500, 0.857]
05 | [s.6] [s . 8] [0.625, 0.750]
1 5 8 0.625

Se van a ordenar ahora los tres cocientes utilizando sus ndmeros
representativos, tomando la distancia a través de la semisuma.

15.39

a d(Qq (@),0) | d(Qz(®,0) { d(Q3(®@),0)
0 0,488 0,517 1.111
0.1 0,488 0,541 1,041
Q.2 0,446 0.507 1.104
0.3 0.499 0.470 1,104
0.9 0.511 0,500 1.026
0.5 0.511 0.477 0.830
0.6 0,483 0.478 0.821
0.7 0,483 0.487 0.750
0.8 0.483 0.442 0.678
0.9 0,483 0.472 0.687
1 0.538 0.500 0.625
TOTAL 5.413 5.391 9.771
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En este supuesto por el hecho de utilizar niimeros borrosos se obtiene:

1540 (5391 <5.413<9.771) = (Q2 2 Q1 = Q3)

UTILIZACION DE N.B.T. MEDIANTE APROXIMACION

Se van a considerar ahora los nimeros borrosos triangulares Ny, Nj,
N3, D1, Dy, D3 y presentar una aproximacioén que resulta muy opera-
tiva.

Como ya se ha sefialado el cociente de dos N.B.T. no da lugar a un
N.B.T. exceptuando el caso en que los N.B.T. se reducen a nimeros no
borrosos. Sin embargo se puede realizar una interesante aproximacion.

Supongamos dos N.B.T. y su cociente definidos por sus a-cortes:

15.41

1542 A=(@i,a2,23) . B=(b;,b1,bs)

Los a-cortes proporcionan:
1543 A, =[ar +(a; —a1)x, a3 — (a3 —a;3)a]
1544 B, =[b; +(b; —b1)a,bs — (b3 —by)a]

a) +(a; —a; ) a3 — (a3 —a2 )
bz — (bs —by) , by + (b, —b;)a

1545 A, () By = [

Si se toma la aproximacion siguiente:

a) az dajz
15.46 g(:)g=(a1,az,aa)(:)(bl,bz,ba)z(— 2 ,—)
by ' b | by

serd, para el a-corte:

a, a; a3 ajs as s
15.47 (A(;)g)a=[— +<—— _ —>a,_ _ <_ _ _.>
~ b3 b2 b3 b] bl b2
Si se toma (15.47) en lugar de (15.45) nos podemos preguntar cudl es
la desviacion maxima con relacién a a. Para proceder a una respuesta se
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va a calcular la desviacién a la izquierda de (15.45) en relacion a (15.47)
y después la desviacién a la derecha.
Asf se obtiene:

1548 &, ——iiGazuk A <_al i)a
' @ by —(bs—by)a by b2 bs

La derivada de &ya es:

d &g (a—a)(by—(b3—b)a)+(a;+(az—2a;)®)(b3—b2)

do (b —(bs — by) @)?

< 2 3)
15.49

ot ) )( 1 1 )
T TR by —(bs—ba)a)! | bybs

Esta derivada se anula para:

ay az
1550 1) a bz =a;b, esdecir— =—
b3 b2

en este caso, es nula para todos los valores de a y la aproximacién es
perfecta.

15.51 2) cuando a;bj # a; b, serd necesario que:

1 1
15.52 - =
(b3—(bs—bz)a) babj
es decir:
bz —+/bab
1553 @ =——— 22

by — b,
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Si se sustituye (15.53) en (15.48) se obtiene la desviacién maxima a la
izquierda.
Pasemos a la desviacién a la derecha

a3 —(az—a a a a
1554 Gaqm—2 (2780 2, ( d 2) «

by, +(by—by)x b, by by

Se toma la derivada, que se anula para:

a;
1555 1)a, .b; =a3.b; esdecir; — = —
b, 1

en este caso la aproximacién es perfecta.
15.56  2)si: a; by # a3 b, serd necesario que:

1 1

15.57 - =
(by +(by—by)a) b; . by

De donde resulta que:

Vvby .ba — by

by — by

1558 a=
Si se sutituye (15.58) en (15.54) se obtiene la desviacion mdxima a la
derecha.

Si &¥ es la desviacion mdxima a la izquierda y &; la de la derecha, se
puede escribir:

15.59 &+ =& + &

y decidir si la aproximacion es aceptable.
Veamos un ejemplo:

15.60

Si se toma la aproximacion:



CRITERIOS DE DECISION CON DATOS INCIERTOS 215

15.62  A(:)B=(3/18,7/14,8/11)
=(0.166, 0.500, 0.727)

La maximizacion del error a la izquierda viene dado por:

18 -4/ 14 .18

1563 a= =0.531
18 - 14

La desviacion a la izquierda es:

3+4a 3 7 3
1564 &q=—""—— — — <— - ——)
18—-4a 18 \14 18

Se sustituye (15.63) en (15.64) y se obtiene:

34+4x0.531
15.65 &= —————— — 0.166 - (0.5 — 0.166) . 0.531 =
18 -4 x0.531

= —0.021

Resulta relativamente pequefia la desviacion al compararla con 0.166
y con 0,500,
El maximo error a la derecha viene dado por:

1114 - 11
15.66 o= AIBLES L 0.469
14 11

La desviacion a la derecha es:

8 —0.469 8 8 7
1567 &&=—"—— - — + (— — —-) 0.469 = -0.015
11 +3x0.469 11 11 14

Como se puede observar, la desviacion a la derecha es suficientemente
pequefia en relacién a 0.500 y 0.727 y puede, por tanto, ser aceptada. Se
puede en este caso utilizar la aproximacién,

En ciertos supuestos, no es posible considerar esta aproximacion, por
lo que resulta conveniente calcular, cada vez, las desviaciones madximas.
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Si se parte de los datos (15.60) y (15.61) y se realizan de nuevo los
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célculos ahora para los a-cortes se tiene:

15.68
Ao Ba Ag () By (A () By

[3+aa,8 —af |[11 +30,18 - aq] EE%EE.T?igﬂ E%?;:%zrg
0 [3,8] [11 .18} [0.166 , 0.727] [o.166 ,0.727]
.1 [3.4,7.9] [11.3,17.6] fo.193,0.699] [0.199, 0.705]
2 [3.8,7.8] [t1.6,17.2] [0.220, 0.672] [0.232, 0.681]
3 {a.2,7.7] [11.9, 16.8] [0.250, 0.647] {0.266 . 0.658]
.4 [4.6,7.6] [12.2 . 16.4] [0.280, 0.622] [0.299, 0.636]
.5 [s .75} [12.5,16 ] Jo.312, 0.600] {0.333,0.613}
6 [5.4,7.4] [12.8,15.6] [0.346 , 0.578] [0.366 , 0.590]
7 [5.8,7.3] [13.1,15.2] [0.381, 0.557] [0.399, 0.568]
8 l6.2,7.2] [13.4,14.8] [o.418, 0.537] [0.433, 0.545]
9| [6.6,7.1] [13.7,14.4] [0.a58 , 0.518] [0.366 , 0.522]
1 7 14 0.500 0.500

Las desviaciones a izquierda y derecha obtenidas por los a-cortes son:

15.69

Gy a &da
0 0 0
.1 -0.006 0,006
2 0,012 0,009
3 0,016 0,011
.4 0.019 -0.014
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.5 -0.021 -0.013
.6 -0.020 -0,012
N -0.018 -0.011
.8 -0.015 -0.008
.9 -0.008 -0.004
1 0 0

Se puede observar que las desviaciones son siempre del mismo signo,
en este caso negativo, ya que se ha tomado (Aq (:) Bg) (-) (A (1) B)g.

En los supuestos mas habituales, se puede aceptar, pues, esta aproxi-
macion cuando los N.B.T. no se hallan demasiado desplegados.

Supongamos que se tengan que comparar cuatro cocientes borrosos,
Si los datos son N.B.T. se les separard con sus nimeros asociados signifi-
cativos:

N, =(5,8,9) ,D,=(5,13,15),Q, =(0.333,0.615, 1.800), Q, = 0.840
N2 =(5,9,13), D, =(6,11,12),Q, =(0.416,0.818,2.166), Q, = 1.054
N3 =(2,11,12),D3 =(7,8,9) ,Q3=(0.222,1.375,1.714),Q; = 1.171
Ns=(4,7,7), D4a=(9,9,10), Qs=(0.400,0.777,0.777), Qs =0.682
De donde se deduce que:
Q= Q1 2Q = Qs

lo que permite clasificar y tomar decisiones,
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El método de Saaty-Dinh
para la determinacion

de las funciones

de pertenencia

MATRICES RECIPROCAS Y COHERENTES

Aunque este capitulo podria haberse incluido en la primera parte de
esta obra, dado que constituye una técnica ligada a los estudios econémi-
cos hemos preferido colocarlo junto con los esquemas operativos de ges-
tion,

El problema de asignar los valores que la funcioén de pertenencia toma
para cada elemento del subconjunto borroso ha sido objeto de numerosos
trabajos. No resulta facil y es susceptible de discusion la valuacién de sen-
saciones o intenciones. Es por ello que se han imaginado procesos diver-
sos para conseguirlo. Nos proponemos explicar un método que se debe a
los trabajos realizados por T, L. SAATY (1) pot una parte y por X, B.
DINH (2) por otra, basados en la utilizacién de matrices cuadradas con
términos simétricos invertidos.

Los dos métodos son, de hecho, muy semejantes. El primero fue pre-
sentado en 1978 por SAATY, y el segundo, con una gran cantidad de
desarrollos, en 1984 por DINH.

Consideremos un referencial finito:

16.1 E= {Xl,Xz,X:;,..,,Xn}

(1) SAATY, T.L.: “Exploring the interface between hierarchies, multiple objectives
and fuzzy sets”, Fuzzy Sets and Systems, 1978, Vol. 1 - N.O 1, pig. 57-68,

(2) DINH XUAN BA: ““A method for estimating the membership function of a
fuzzy set”, Revue Busefal, L.S,1, Univer, Paul Sabatier, Toulouse 1984, N.© 19,
Pags, 68-82.
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y un subconjunto borroso de este referencial:

X X X

. X
16.2 W= | M2 My | /‘nl

#i (xi) € [0, 1]

i=1,2,3,..,n

Ahora, a partir de W construyamos una matriz llamada “reciproca”.
Recordemos que una matriz reciproca es aquella que:

16.3 YV ije (1,2, . ,n}
m;; =1
1
16.4 mij =
. my;
+
16.5 mij GRO

I . + I3 -
Recordemos también que una matriz de Ro serd “consistente” o
“coherente” si:

16.6 : mij . mjk = Mk

Con la ayuda del subconjunto borroso W construyamos la siguiente
matriz:
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- T,

1 —

A T T

R
My M3 Mn
O
o "

. + , ‘s
Una matriz de Ry tal como la [fj;] es reciproca por construccion y
también coherente, ya que:

V i ke {1,2,..,n}

MM
I My

16.9

Una matriz de Ry reciproca y coherente posee una propiedad que
aunque trivial resulta muy interesante.

Designemos por [ u;] la matriz correspondiente 2 Wy por [ 1,17 su
traspuesta. Se puede escribir:

1610 [fy] . [m]T = n [ ]”

ya que:

16.11

s
:"'7
X

|
RE

i

(]
—_
-

Veamos un ejemplo:
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16.12 E= {A{,A2,As,As}

Ay A, Aj Ag
1613 w=|3 [ 1] 1] 8]

de donde:
1 3 3/10 3/8
1/3 1 1/10 1/8
10/3 10 1 10/8
8/3 8 8/10 1

Esta matriz es reciproca y coherente por construccion. Se tiene:

13 310 38] [3] [1.2 3

R EGURT I 4 1

1615 [y} [ sl = o310 1 108 1] | 4 0
83 8 8/10 1 8| |32 8

Una matriz como la [fj;] tiene también otra propiedad importante:
todas sus filas (respectivamente también sus columnas) son proporcio-
nales a la primera fila (respectivamente a la primera columna) es decir:
toda fila (respectivamente toda columna) es igual a cualquier otra fila
(respectivamente otra columna) multiplicada por un coeficiente. En
efecto:

Tomemos una fila i y una columna k de (16.8), Se puede escribir:

V i,j,ke {1,2,.,n}:

1616 oo MIH
fi; Mg M ty
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16.17 fy ol omy  m
' fiejr M | My My
y, por tanto:
£ -
1618 — =—~ VY i,ke {1,2,..,n}
ki [y

La misma demostracion es valida para las columnas. Asi, en el ejemplo
(16.14), para las fiias:

1619 [(1/3 1 1/10 /8] = 1/3 [1 3 3/10 3/8]

1620 [10/3 10 1 10/8] = 10/3 [1 3 3/10 3/8]

1621 [8/3 8 810 1]= 83 [I 3 3/10 3/8]

y para las columnas:

3 1 3/10 1 3/8 ]
1622 | 1| =3)13]|.|110]=3/10. |13 | ,{1/8 | =3/8]1/3
1623 |10 103} | 1 10/3] |10/8 10/3
1624 | 8 8/3| [8/10 8/3 ] 8/3

CORRESPONDENCIA ENTRE UN SUBCONJUNTO BORROSO
Y UNA MATRIZ

En el célculo matricial se demuestra que una matriz como la (16.8)
es decir, reciproca y coherente es de rango 1, ya que posee un tinico valor
propio que es igual a n; los n-1 valores propios restantes son iguales a 0.
Expresado de otra manera:

1625 ] . [ 1% = n[ &]"

como ha sido sefialado anteriormente. Cuando se obtienen los demds
valores propios, resultan iguales a 0. Dada la ecuacion:
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1626 {(Ify]1—-A [1])+[ )" 1=0 (1)

se puede observar que s6lo posee una Unica solucién en A que es A = n.
Se sabe, ademds por un conocido teorema del célculo matricial que, si los
valores propios de una matriz [a;;] se designan por Ay, A,, ..., Ay (sean o
no distintos) se tiene:

16.27 2 N = trfag]
i=1

en donde trfa;] es la traza de [a;;], es decir, la suma de los elementos de
su diagonal principal. Y, ya que aquf, por construccién tr[a;] = n, siun
valor es igual a n, los otros son iguales a 0.

De esta manera, a todo subconjunto borroso W, se le puede hacer co-
rresponder una y s6lo una matriz reciproca y coherente y reciprocamen-
te. Resulta sencillo construir una matriz recfproca, sin embargo no sera
forzosamente coherente y una primera constatacion consistira en calcu-
lar la desviacion de su valor propio dominante con n,

Si una matriz es reciproca y coherente, para obtener el subconjunto
correspondiente, basta con aplicar la férmula:

fi;

16.28 j=——
“ MAX fj;

Asi, considerando (16.14) para obtener (16.13):

1 3 3/10 3/8
103 1 1 10/8
1/3 1 1/10 1/8
g (Ar) =~ = — = -
~ 10/3 10 1 10/8
16.29 My ( 3)=&/3=i0_= _1_ =_1_0/_8=
~ 10/3 10 1 10/8
8/3 8 8/10 1

(1) Las dos barras verticales indican que se trata de un determinante,
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Vamos a examinar ahora el caso de matrices reciprocas coherentes o
no coherentes y ver como se utilizan en los problemas de seleccion.

Recordemos primero algunas propiedades de las matrices llamadas
“‘positivas” es decir, aquellas matrices para las que todos los elementos,
sin excepcion, son positivos, es decir, que pertenecen a Ry :

1) Una matriz cuadrada positiva posee un valor propio real positivo
cuyo médulo es mayor que el médulo de todos los otros que pue-
den ser reales o complejos. Este valor propio A real positivo domi-
nante es Unico (Teorema de Perron-Frobenius) y A, = n en donde
n es el orden de la matriz cuadrada.

2) El vector propio que corresponde a este valor propio dominante A;
se halla formado también por términos positivos y cuando estd nor-
malizado, es Ginico.

Sea pues una matriz cuadrada positiva reciproca de orden n y A; su
valor propio positivo dominante. Si A; estd proximo a n, se puede admi-
tir que la matriz es casi coherente, si A, estd muy alejada de n, se debe-
r4n reajustar los elementos de la matriz. Asf, la diferencia A; — ny alin

Ay —n
mejor la relacio———— es un indicador de coherencia.
n

Si la matriz reciproca es coherente, se tiene:

1630 [fi] - [il” = n (]

en donde [ u;]T proporciona un subconjunto borroso que dara lugar a
su vez a {fj;] como se ha sefialado anteriormente.
Si la matriz reciproca no es coherente, se tendrd:

1631 [fiy] - [ @] =N [ il”

y se aceptard [ u{] como subconjunto borroso que corresponde a [fj;] si

)\1 —n
es suficientemente pequefio. Se normalizard [ u{]en el sentido
n

que se da a esta palabra en la teoria de los subconjuntos borrosos.

i

1632 p'= ————
bOMAX g
1
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o bien, si se prefiere obtener una ponderacién, se normalizard como se
hace en el cdlculo de probabilidades:

M
1633 M) =——

OBTENCION DEL VALOR PROPIO DOMINANTE
Y VECTOR PROPIO CORRESPONDIENTE

Para obtener el valor propio dominante y el vector propio correspon-
diente [ ui), se pueden utilizar una gran variedad de procedimientos pero
uno de los mas simples y conocidos es el que presentamos con un ejem-
plo y que es vilido para toda matriz positiva.

138 0.5
1634 [A] = 0125 1 0.25
2 4 1

Esta matriz es reciproca pero no coherente. En efecto:
16.35 8x0.25=2+#05
Vamos a calcular seguidamente el valor propio y el vector propio co-

rrespondiente de [A]. Se comienza por multiplicar [A] por el vector for-
mado de 1.

16.36 1
1
Se obtiene:
1 8 0.5 1 9,5
16.37 0.125 1 0251011 = 11375

2 4 1 1 7
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1
=9.5x |0.144736
0.736842

Se ha normalizado el segundo miembro y se continia con ¢l vector del
segundo miembro.

18 12.526309 1
16.38 Io.lzs 1 025] lo 144736] = 0.453946
2 4 0.736842 3.315786 ]
{0.7619031
=3.315786 x | 0.136904

1
1 8 05 0.761903 [ 2357135
16.39 [0.125 1 0.25] . [0.136904] = 0.482141
2 4 1 ] [ 3.071422]
10.7674407
=3.071422 x |0.156976

1
1 8 05 0.767440 2.523248]
16.40 [0.125 1 0.25] . [0.156976] = 0.502906
2 4 1 1 3.162784 ]
[0.797793]
=3.162784 x | 0.159007

L1
1 8 05 0.797793 2.569849]
16.41 [0.125 1 0.25] . [0.159007] = 0.508731
2 4 1 1 3.231614]
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[0.7952217
= 3231614 x | 0.157423
1
1 8 0.5 0.795221 [2.5546057
16.42 [0.125 1 0.25| . 0.157423] = 0.506825
2 4 1 1 1 3,220134.
10.793322]
=3.220134 x |0.157392
1
1 8 0.5 0.793322 [2.5524587
16.43 l0.125 1 0.25] . l0.157392] = 0.506557
2 4 1 1 1 3.216212
[ 0.793622 1
=3.216212 x } 0.157501
1
1 8 05 0.793622 '2.553630}
16.44 |0.125 1 0.25] . |0.157501] = 0.506703
2 4 1 1 13.2172481
[0.793731]
=3.217248 x {0.157495
1 |

Nos detenemos aqui y se toma:

16.45 0.793
A o=3217 y Io.157]

16.46 1



DETERMINACION DE LAS FUNCIONES DE PERTENENCIA 229

De donde se obtiene el subconjunto borroso:

Al A2 A3
16.47 A={0793 | 0157 [ 1 |
Con la ponderacién:
Al A2 A3
16.48 k=| 0406 | 0.080 | 0.512 |

La relacion:

7\1 —n 3.217 -3
16.49 = = 0.072
n 3

es suficientemente pequefia por lo que se puede aceptar (16.47) y (16.48).
De esta manera:

16.50 Az = A s Ay

Veamos otro ejemplo, cuyos cilculos se han realizado siguiendo el
mismo procedimiento.

1 5 0.4
16.51 0.2 1 0.8
25 125 1

Tiene como valor propio dominante y por vector propio correspon-
diente:

16.52 0.861
A =3.618 y |0.371
16.53 1

lo que proporciona:
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Ai—n  3618-3
16.54 = =
n

0.206

la desviacion parece demasiado grande para dejar de revisar las relaciones
introducidas en la matriz (16.51). Es posible, por ejemplo, establecer un
umbral del 10 % a partir del cual es aconsejable revisar las relaciones para
conseguir una mayor consistencia. Asi, una revisién de (16.51) consisten-
te en sustituir 5 por 3 y 0.2 por 0.3333, es decir:

1 3 04
16.55 0.3333 1 0.8
2.5 1.25 1
proporciona:
16.56 0.726
A =3.367 vy 0.440
16.57 L1
de donde:
Ay —n 3367 -3
16.58 = = 0.122

n 3
este tipo parece aceptable ya que resulta proximo al 0.10 establecido.

Hay que sefialar que se puede reducir este tipo intentando disminuir
las desviaciones parciales de no coherencia, pero reduciendo una desvia-
cién se puede aumentar otra (como puede observarse en (16.39)). Si la
matriz es de orden elevado, se impone la utilizacion de un ordenador. Un
método consiste en disminuir una desviacion de coherencia y verificar ,
que con ello no hace aumentar las otras; en este caso, se puede disminuir
la relacién

7\1—n

n
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Pero aquel o aquellos que construyan la matriz razonando para cada com-
paracion estimando que A; vale k veces A; (de ahf que k para A; y I/k pa-
ra A;) dominan lasituacion. Es posible que no se consiga dominar la cohe-
rencia. El hecho de que A; valga k; veces A; y A; valga k, veces Ay, no
siempre implica que A; valga k; . k, veces Ay. Esta especie de transitivi-
dad se halla frecuentemente ausente de las estimaciones lo que no resulta
extrafio ya que los juicios, en muchos casos, no son mds transitivos que
los que surgen en una relacién de semejanza.

Cuando se ha obtenido el vector propio correspondiente a A, resulta
interesante buscar la matriz reciproca y coherente que le corresponde,
aunque s6lo sea para comparar la matriz dada con ésta. Asf, obtengamos
la matriz reciproca y coherente a partir de (16.53). Resulta, utilizando
(16.7): ’

1 2.320 0.861
16.59 0.430 1 0.371
1.161 2.695 1
y para (16.57):
1 1.650 0.726
16.60 0.6006 1 0.440
1.377 2.272 1
7\1 —n
Lo que demuestra que, aun en el supuesto de tipos relativa-
n

mente bajos, las matrices dadas en (16.53) y en (16.57) se hallan lejos
de estas matrices respectivas (16.59) y (16.60) las cuales son coherentes.

Sin embargo, en muchos casos es mas facil afirmar que A; se prefiere
k veces a A; que dar los niveles correspondientes y a priori al subconjunto
considerado; todo depende de la naturaleza del problema.

EL SUPUESTO DE LA SELECCION DE UNA ESCUELA
PARA EL INGRESO EN LA UNIVERSIDAD

Vamos a presentar un ejemplo proporcionado por SAATY que pone
de manifiesto la utilidad de este método.
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Se trata de la seleccion de una escuela preparatoria para el ingreso en
la Universidad. Se consideran 6 criterios:

1) Calidad de los estudios.

2) Sentido de la amistad.

3) Calidad de vida en la escuela.

4) Impulso a las vocaciones.

5) Preparacion para la Universidad.
6) Calidad de las clases de musica.

En su articulo SAATY establece primero una matriz reciproca para es-
tos 6 criterios: (1) vale 4 veces (2), (1) vale 3 veces (3), (1) es equivalente
a (4), (1) vale 3 veces (5), (1) vale 4 veces (6), etc., como se indica en la
matriz siguiente:

/‘”) (2) (3) (4) (5) (6)
(M| 1 | 413|134
(2) | val v [ 7|3 s |

16.61 (3) [ va| vzl Vv | Vs| Ve | Ve
(4) | v |3 | 5 |1 1 3
(5} {1/3]| 5 6 ! 1 3
{(6) |wal v | & lwz|iyaln

Esta matriz tiene como valor propio dominante y vector propio co-
rrespondiente (normalizado en suma igual a 1):

)

3]

(2) [14]

16.62 N =740y [
1 — .

16.63 ta) [13]

(5) |24

ter [14]

por lo que:
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A -6 749 — 6
16.64 - = —— =024 (1)

Se supone ahora que existen 3 escuelas A, B, C para realizar la compa-
racion y que, para cada criterio, se ha establecido una matriz reciproca y
sus dos caracteristicas: el valor propio A, y el vector propio.

1665 A B C
A

1 (13 A .16
1666 g |3 [ 1 [ a3 | SRITERIO NN 5 505 B |59
16.67 cl|l 2 |wiin c |.25
1668 ,~A B <
Al T T A |.33
1669 g [V Ty [0 ] CRTERIO (2, L 5 [
= S|
1670 < [ ! c |.33
1671 a8 ¢
A1 TsTh A |.a5
16.72 :
B {1751 1 1y CRITERIO_ (3] X, =3 8 | o9
16.73 C 1 5 1 C |.45
1674 .4 c
Al 1 TeT7 A .77
16.75 f‘}—‘
B /9| 1 /5 w )\1=3.21 B .05
16,76 © |Y7; 5 | HRY
16.77 - A B C
AL Tl o A |.25
16.78
8 |2 |1 | 7z | SRIERO (5] A, =3 B |.50
16.79 C 1 /21 1 C .25

(1) Se ha aceptado este tipo pero se indica que seria conveniente su revisién (16.61).
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1680 L. 8

16.81 Al el CRITERIO ({4) A2
B t1wsl 1V {173} ——————>= \=305 B |.09

16.82 C {4 3 1 C .22

Reagrupando los 6 vectores propios (16.67, 70, 73, 76, 79 y 82) v
multiplicando a la derecha por (16.58) considerado como una pondera-
cion, resulta:

() (2) (3) 14) 15) (6) :;i ]3:
A l6]|.331.45(.77].25] .69 : A |.37
(3) |.03
16.83 B |.591.33(.09}.05[.50]|.09| e = B |.38
—l {4) |.13
.251.33|.45|.17|.25|.22 C |.25
{5) (.24
(6) [.14

Se puede observar que A y B son quasi-equivalentes y dominan a C. El
resultado obtenido puede ser expresado como un subconjunto borroso
normal:

16.84 l%T :Toﬂ

Este método puede ser utilizado en muchos problemas de seleccion:
trabajo, vivienda, estética, eleccion politica, busca de empleo, etc.




17

Método de clanes
y subconjuntos aleatorios
borrosos

CLANES, FAMILIAS Y ATOMOS

El método de los clanes surge en los inicios de los afios 70 para el tra-
tamiento formal de ficheros ligados a problemas econémicos y sociales
(1). En primer lugar, vamos a recordar algunos elementos fundamentales
de estos esquemas sefialando su importancia en el tratamiento formal, pa-
ra después realizar una extension basada en los subconjuntos aleatorios
borrosos.

Se define un clan de la manera siguiente. En el supuesto de que K sea
un conjunto finito, serd un clan si y solamente si:

17.1 1) EEK
17.2 2) (A€K) = (A E€K)
17.3 3) (A1, Ag,s s Am EK)=(A; UA, U .. UA_)EK

A partir de estas tres propiedades, se deduce ficilmente que:
17.4 4) €K
17.5 5) (A, Az, ., Am EK)= (A1 NA N L.NAL)EK

(1) COURTILLOT, M.: “Structure canonique des fichiers”. A.L.LE.R. - A.F.C.E.T.
Vol. 7. Enero 1973. pig. 2-15. :
WANG, E, y CHANG, T.C.: “Canonical structures in attribute based on file
organization”’, C.A.C.M.,, Septiembre 1981.
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De esta manera puede decirse que un clan es un algebra de Boole sobre
partes de E; es decir que la configuracion de un clan es la de un reticulo
de Boole.

La figura 17.1 pone de manifiesto un clan en el reticulo de Boole
E={a b,c,d} ylafigura 17.2 pone en evidencia que este clan es un
subreticulo de Boole de E. Todo subreticulo de Boole que comprende
Ey ¢ esunclan.

['IGURA 17.1

Se puede engendrar un clan a través de una familia:
17.6 F={A;, Ay, .., A}
en donde:
17.7 A, eP(E) , Aj#¢ , i=12,.,1

Se engendra un clan a partir de F tomando para todas las A; de F los
minitérminos:
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FIGURA 17.2

178 A} NA;N..NAT endonde A} = A o bien A,

Se dira entonces que el clan ha sido engendrado por la familia F. Estos
minitérminos se llaman “dtomos”. Se toman estos 4tomos y sus uniones
de todas las maneras posibles, se les afiade ¢ y se obtiene asi el clan en-
gendrado por F.

Veamos un ejemplo:

17‘9 = {a)bycyd)e)f)g}
1710 F= {{a,c,d,e,f} , {b,c,d g1}
Se obtiene haciendo:

17.11 A = {a,c, d,e, f}

17.12 A, = {b,c,d, g}

17.13 A1 NA, = {c,d} ,A;NA, = {a,e,f}
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yKlmA2= {b)g} ’Klmx2=¢

Estos son los minitérminos obtenidos a partir de F. El clan engendrado
por F es, pues:

1714 K(®) ={¢, {c.d} , {a,e,f} , {b,g} . {a,c,d,e, f}
{b)cyd,g} ) {a’b)eyf)g} )E}

El clan engendrado queda representado en la figura 17.3. Los mini-
términos no vacios se hansefialado con ] .

FIGURA 17.3

Otro ejemplo viene dado por las figuras 17.1 y 17.2. Tomemos la fa-
milia:

17.15 F= {{ab.d} , {a,c,d}}

Ay A,

1716 A, NAy = {a,d} ,A, NA, = {b} ,A; NA; = {c}

,K10K2=¢



CLANES Y SUBCONJUNTOS ALEATORIOS BORROSOS 239

Las uniones posibles proporcionan también {b, c} y el clan K serd:
1717 K ={¢, {a,d} , {b}, {c}, {a,b,d} , {a,c,d}, {b,c},E}
Veamos un tercer ejemplo
17.18 E= {a,b,c,d,e,f, g h,ijk 1}
17.19 F‘= {A], Ay, As)
con:
Ay = {a,b,c,d, e, f g1}
1720 A, = {c,d,e,f, g h, 1}
As = {c,d,i,jk,1}
AyNA; N A= {c,d 1}, Ay NA; NAy= e, f g}
ALNA, NA;=¢ , AiNA, NA; = {a b}
172 ALNANA;=¢ , AL NAy NAy = {h}
ALNA,NA; =i jkl , AyNANA;=¢

Los minitérminos no vacios proporcionan los dtomos engendrados por
(17.21).

TRATAMIENTO DE DATOS MEDIANTE EL METODO DE CLANES

El concepto de clan resulta muy util para los métodos de tratamiento
de datos en forma de ficheros. Un fichero es un conjunto finito de E de
registros, documentos, féormulas, programas, dossiers, informaciones, de
diversa indole que intervienen en la vida social, profesional, econémica
y en la actualidad también familiar (microinformadtica y teleinformatica
en los hogares).

Se denomina “clave” a una propiedad P; susceptible de ser poseida
por un registro del fichero E, por lo menos. Un fichero puede estar abas-
tecido por un conjunto de claves:
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17.22 C= {Pl,Pg,...,Pn}

tal que todo registro posee por lo menos una propiedad P;.

Se designa por (E, C) el par formado por un fichero E y el conjunto
de claves C.

Se designard también por:

17.23 Ai=f(Pi) 5 i= 1,2,...,11
a la parte
17.24 A; € P (E) que posee P; (1)

Sefialaremos por:

A}

In

= {f(Pil), f(PiZ), P f(Pin)‘r

17.25 F= {Ail,Ai2

y e ey

la familia de las partes no vacias de E que poseen la propiedad P; , la pro-
piedad Piz’ etc. !

Un fichero (E, C) abastecido por el conjunto de claves C puede tam-
bién ser descrito por el par (E, F).

A partir de F, tal como se ha sefialado, se puede engendrar un clan
que se designard por K (E, F).

Resulta evidente que existe un isomorfismo f entre:

1726 K ((E,F),N,U,-) y K(C,A,9,-)
en donde N, U, — son operaciones booleanas en E y V, A, — operacio-
nes correspondientes a las propiedades P;. Resulta pues indiferente ope-
rar sobre los conjuntos o sobre las propiedades.

Veamos un ejemplo:

17.27 E= {a,b,c,d,e,f, gh,iik,I1}

y el conjunto de claves:

(1) La letra P designa el conjunto de las partes, mientras que la letra indiciada P;
una propiedad. Es importante evitar cualquier confusion,
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17.28 C= {P;,P;,P;}
en donde:
A, =f(P;)= {a,c,e,f,ghKk1}
17.29 A, =f(Py)= {b,c,d, e, f, 1}
A; =f(P3)= {d, h,i,j,1}
De donde se deduce:
Ay =f(P)=1{b,d,i,jl}

(
1730 A, =f(P,)= {a,g h,i,j,k}
(

P3)= {a’b:c)e’f!g7k}

y, por lo tanto:

—_—
—
-

f(Py AP, AP =A; NA, NA;
f(Py AP, AP3)=A; NA, NA; = {c,e,f}
f(Py AP, AP3)=A, NA; NA; = {h}
f(Py AP, AP3)=A, NA, NA; = {a, g k!
f(Py AP, AP)=A, NA; NA; = {d}
f(P,AP, AP3)=A, NA; NA; = {b}

17.31

f(Py AP, AP3)=A&; NA; NA; = {i,j}
f(pl A_P2 AI—)3)=Z1 ﬁKz ﬁK:, = ¢

Estos son los 7 4tomos del fichero (17.27) que forman un conjunto C
de dtomos del clan

1732 (P = {1}, {c,e,f}, {h}, {a,g, kb, {d}, {b}, {ijl}

Veamos otro ejemplo:

17.33 E= {a,b,c,d,e}
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17.34  C= {P,,P,, P}
Ay =f(P))= {a, b}
A2=f(P2)= {a,b,C}
A; =f(P3)= {d,e}
17.35 _ _
Alzf(P1)= {C,d,e}
A, =f(Py)= {d,e}
A3=f(F3)‘_‘ {a,b,C}
de donde:
F(PL AP, AP3)=¢
f(P; AP, AP3) = {a,b}
f(P, AP, APy)= ¢
1736 f(P, AP, AP3)= ¢

f(Py AP, AP)= ¢
f(P, AP, AP3)= {c}
f(P, AP, AP3)= {d,e}
f(P, P, P3)=¢

El problema se puede plantear de una manera diferente: se parte de
una clave y se halla el atomo que le corresponde,
Dada una clave:

17.37

P=(P1 AFZ AP3) v (Pl Apg)

se puede transformar ésta en una expresién con variables booleanas:

17.38

—_ , ——
X=Xp.Xz.X3 TX;.X;

= X3 .;2.)(3 +;l +X2
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La descomposicion en minitérminos proporciona:

X=il 22 23 +i1 5(_2 X3 +;(-1 Xq ;3 +il X2 X3

1739 | ) ]
+ Xy Xg X3 + X Xg X3 + X1 X3 X3
es decir:
P=F1 Fg F3 V_P-l Fg P3 VP_I P2 F:; VFI P2 P3
17.40

VP, P,P; VP, P, P; VP, P, Py

en donde se han suprimido los simbolos A para simplificar la escritura.
Supongamos que se tiene el fichero (17.27) y el conjunto de claves
(17.28); se puede observar que corresponde a (17.38):

1741 A=¢U {jj} U {1} U {d} U {h} U {c,e,f} U {b}
= {b,c,d,e,f, h,i,j,l}

Este ejemplo pone de manifiesto que, si se dispone 1) de un fichero
descompuesto en atomos y 2) de un procedimiento que permita expli-
citar los dtomos a partir de P, se puede obtener cualquier clave. Cuando
el cardinal de F resulta elevado, serd necesario utilizar el ordenador.

Antes de pasar a la generalizacion a través de conceptos borrosos y a
la todavia mds general de conceptos aleatorios borrosos, veamos un ejem-
plo menos abstracto.

Supongamos un fichero de 7 personas:

17.42 E = {Pedro, Pablo, Jaime, Juan, Roberto, Ricardo, Luis }
1 2 3 4 5 6 7

y las cuatro propiedades siguientes:

P, = ser de nacionalidad espaiiola

P, = habitar en el barrio de Sants de Barcelona
17.43

P3 = pagar impuestos

P, = ser propietario del piso en que vive
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Supongamos que se tiene:

f(Py)= { Pedro, Pablo, Roberto}
1 2 5

f(P,)= {Pedro, Juan, Roberto, Luis}

1 4 5 15
17.44

f(P3)= {Pablo, Jaime, Ricardo, Luis}
2 3 6 7
f(P4)= {Ricardo, Luis}
6 7
Si simplificamos la escritura se tiene:
f(Pl)= {152)5} ’ ’ f(pl)= {3’476v7}
f(P2)= {1)4)537} » f(F2)= {2y3y6}
17.45 _
f(P3)= {2,3,6,7} , f(Py)= {1,4,5}

f(Ps)= {6,7} , T(Py)= {1,2,3,4,5}

de donde se obtiene:

£(1,2,3,4)=¢ (1,2,3,H)=9¢ ,f(1,2,3,4)=¢
£(1,2,3,9 = {1,5},f(1,2,3,9)=¢ ,f(1,2,3,9)={2}
17.46 £(1,2,3,4)=¢ 001,23, 9)=¢ ,f(1,2,3,4)=1{7}
£(1,2,3,H=9¢ 0,2,3,9)=¢ ,f(1,2,3,%)={4}
£(1,2,3,4)=1{6} ,f(1,2,3, %)= {3},f(1,2,3,4)=¢

Si buscamos, por ejemplo, las personas que no son de nacionalidad es-
pafiola y que habitan en Sants (Barcelona) y/o no son propietarias de su
piso, corresponderan a las siguientes especificaciones:
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17.47 (P, AP,) VP,

Se puede pasar por los dtomos de (17.46) y escribir:
17.48 (P, AP,)VP,;)=({3,4,6,7} N {1,4,5,7})U {1,2,3,4,5}

=1{4,7} U {1,2,3,4,5} = {1,2,3,4,5,7}

Veamos, con los mismos datos cudles son las personas 1) que no son
de nacjonalidad espafiola, 2) que habitan en Sants y/o 3) que no pagan
impuestos, pero que son propietarios de su piso. Se tendra:
17.49 (P, NP,)U (P53 NPy)

Se obtiene:
17.50  f((P, NP,)U(P3 NPy))=(13,4,6,7} N {1,4,5,7})

U( {1,4,5} N 6,7} )
={4,7} U¢p= {4,7}

Estamos ahora en disposicion de pasar al ambiente borroso,

EL METODO EN AMBIENTE BORROSO

Los conceptos formales de fichero y de clave, definidos anteriormen-
te se van a mantener a partir de ahora, pero los subconjuntos é(‘) que
vamos a considerar serdn subconjuntos borrosos del referencial E.

Vamos a considerar un subconjunto ordinario F de subconjuntos bo-
ITOSOS é(') €LE endonde L=]0, 1],i=1,2, ..., . Dicho de otra mane-
ra, F es un subconjunto ordinario del conjunto de partes borrosas de E
es decir P (E). Se definiran estos Q(') como sigue.

Sea x € E. Si x posee la propiedad P; con el nivel wu, se escribira:

17.51 /LA(i)(x) = M, Helo, 1]
es decir:

17.52 AW =f (P
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Veamos un ejemplo simple
17.53 E= {a,b,c,d,e,f}

17.54 C= {P;,P;,P3,Ps}
a b c d e f
A =f@)= [3]1[s]o]8]2]

a b c d e f
A® = ()= [o[oTsTo[T4]

17.55

a b c d e f
AP =f ()= [3]7].2][1]8]9]

a b c d e f
A =f (@)= [3]1]o]1].6].4]

Seguidamente se define un subconjunto borroso E* C C llamado
“subconjunto de umbrales”.

17.56  wpe (P)= % NELO, 1]

Vamos a concretar (17.56) a través de un nuevo ejemplo.
17.57 E= {a,b,c,d,e,f, g}

17.58 C= {P],Pg,Pg}

a b c d e f g

AW =™ @)= [3[1 [0 2 0 ]

a b c def g

1759 A® =f@ ()= [7]o]7]2]a]8]1]

a b c de f g
A =3 (py= [ 8] 7] 7]3]9]2]

Py Py Py

17.60 P = [e[.3] 8]



CLANES Y SUBCONJUNTOS ALEATORIOS BORROSOS 247

Se obtiene, para cada uno de los tres niveles 0.6, 0.3, 0.8:

ab c d e f

(0_ (Pl)— ro]lllloloTo_ro] = {b, c}
a b ¢ d
1761 AL) =12 (P,)= I'JOI'IOIO[ TJ = {a,c,f, g}

a b ¢ de f g
A =1 @)= [ Telolo[1Te] - fab.f

Supongamos que se establece la siguiente clave:
17.62 P=(P, AP;)V (P, AP,)

le correspondera: ‘
17.63  f(PYy={((P, AP,) V(P AP,))

= (A NAZH UG NALY)
=( {b,c} N {a,cfg} YU({a,d,ef,g} Nic,dezg}
= {c} U {d,eg} = {c,d,e g}

Resulta ahora interesante enunciar un teorema.

Sivie {1,2,..,n} , (i)(x) permanece invariable cuando se pa-
MAM p

sade P, aP, P ., P &C, entonces x no cambia de dtomo.

La demostracién es sencilla, La pertenencia de un elemento a un mini-
término depende de uA(}\i_) (x), Vi€ {1,2,..., n} y de estos n valores
~
solamente. Si el paso de Py a Py no provoca variacién en estos valores, x
se volverd a encontrar en el minitérmino en el que se hallaba,

Tomemos el ejemplo (17.57) y (17.58). Para E* dado por (17.60) se
puede escribir:
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a b c de f g
prlolrirjolololo

17.64 P,l1lot1]lo]of]n
palrj1]ololol1]o

y tomemos unaE* distinta a la (17.60), tal como:

Py P2 Pa

17.65 P¥'= [3[2]3]

Si calculamos un nuevo cuadro obtenido de la misma manera que el
(17.64) utilizando ahora (17.65) se obtiene, para P*':

a b c de f g
p T To o o ] = Jab.cof
17.66 P [Vl [0l =3°,c,d,f,g€
Pafdr 1|1 |rj1]1]o =3o,b,c,d,e,f§

Vamos a establecer, ahora, un cuadro en el que aparezcan los minitér-
3 - * *
minos relativosa P~ y a P "

123 | 123 123 1123 | 723 | 723 | 123 | 123
1767 2* | o |{c}i{b} | @ Hafli{a] | @ |{de}
p*Hocl[{a] [{b} | @ [{df} @ [{e}] @

Se puede observar, examinando (17.64) y (17.66) que las columnas de
b y de f no varfan y para los elementos b y f se vuelven a encontrar los
mismos minitérminos, respectivamente 123 y 123, como puede obser-
varse en (17.67).

Los cuadros o matrices tales como los expuestos en (17.64) y (17.66)
resultan muy cémodos para el razonamiento a partir de minitérminos, al
poner de manifiesto como se forman para un B* dado, como puede ob-
servarse en (17.68).

Si se toma (17.59) y (17.60), se tiene:
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abc de f g ¥

L3 T8lo]2[0].a] [.6]

17.68 {7072l aen]| [3]
a1 ].8l71.7].3].9].2] [.8]

a bc de f g a b c def g
P, 1 3 K
P, |1 1 1 [ P, 1 1 BE
Pa 1| 1 P 11 1
ab c de f g a b c defog
Py 111 P 1]
P, 1 1101 P, 1 1|
Ps |1 ] 1 Py 11 1
17.69
a b c de f g ab cdef g
P, I 11 {1 ] P 11
P, | 1 B E S E B E
IR ] Py 11 ]
a b c de f g ab c de f g
Pl BENERE P ] D
1 1 [ N T h
Pl | 1 P, 1 ]

Las relaciones borrosas tales como (17.68) se llamardn “matrices de
emergencia” y las relaciones ordinarias tales como (17.69) se denominan
“matrices de clanes” para los niveles de B*. En estas matrices, las colum-
nas idénticas proporcionan elementos que pertenecen a un mismo clan.
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DIAGNOSTICO DE GESTION MEDIANTE OPINION DE EXPERTOS

Para dar un ejemplo, vamos a recordar que realizar un diagnéstico de
gestion sobre una empresa, o hacer un diagnéstico de patologia en medi-
cina, significa recurrir, por procedimientos distintos, a métodos del pen-
samiento parecidos. Existen enfermedades en las empresas y aparecen
signos mas o menos visibles de estas enfermedades.

Supongamos, a titulo de ejemplo, el caso de 8 patologias clasificadas
por expertos de la gestion M, M,, ..., Mg y 4 signos S, S;, S3, S4. Pa-
ra cada par (S;, Mj),i=1,2,3,4yj=1,2,...,8, se define un subcon-
junto ordinario de pertenencia que puede tomar sus valores en referencia-
les diferentes; asi, un segmento [0, 1] para S, y S3, {a,b,c,d} para§S,,

un subconjuntode {a,2a,3¢a,...,6a/ a>0} para$S,. .
17.70

M, M2 M3 My Ms My M7 My
sy |[.5..8)[[o. 1]i[o..3}{[o, .8]|[.1,6]] .9 |[.9.1] .3
so[{a} | {6} | {a} |(bedl| c] | {d} | fc.d}]|{bic}
sy o .4 j[s, ][0, .9}] o ([.4,.8]}[0.1]

Sa @ >2a « 5a >3a |e<u<3o| o« 6a

Supongamos ahora una empresa u organizacién de la que se han ex-
trafdo los signos siguientes:

S
S
17.71 2
53 6
S;l2¢a

Se construird entonces una matriz de clanes de la manera siguiente. Si
Ag. es el nivel observado en la organizacién y m (S;, M;) es el subconjunto
1
que corresponde al par (S;, M;), se tomara:
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17.72 Mo (Si,Mj) =0 s xsiem(si,Mj)

=1 sidg Em(S;, M)

en donde se designa por £2 la matriz de clanes. En este ejemplo, se ha
obtenido:

My Mz My My Ms Mg M7 Mg

S 1 1
17.73 Q=2 '] ! 1
Sy 1 1 1
| et doglel
Ss ! 1

- No existe patologfa alguna M; que corresponda a los 4 signos, una co-
rresponde a 3, que es My, dos corresponden a 2 signos, M, y Mg, etc.

Este tipo de resultados puede también ser representado tomando una
interseccion de conjuntos entre cada columna de (17.70) y la columna
(17.71) lo que proporciona:

M) Mz M3 Mgy Ms Mg M7 Mg

Sy 4| .4
S b b b

1774 g= L feMleedifobe  f o
~ 83 .6 6| .6

Sa 20 2x

En (17.73) los recuadros en blanco corresponden a ceros y en (17.74)
ao.
Al presentar asf un problema de diagndstico de una empresa en rela-
cion a una normalidad aceptada por uno o varios expertos, se reduce el
problema a un reconocimiento de forma.

EL ESTUDIO A TRAVES DE RELACIONES ALEATORIAS
BORROSAS

Vamos a pasar, ahora, a un estudio a través de relaciones aleatorias bo-
rrosas. Para ello volveremos a tomar los datos (17.33) v (17.34) pero esta
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vez los subconjuntos A; definidos en (17.35) serdn subconjuntos aleato-
rios borrosos obtenidos a partir de la opinion de 10 expertos (tomamos
precisamente 10 expertos a efectos de simplificacion). Cada experto da-
rd su opinién bajo la forma de un subconjunto borroso de tal manera
que, en cada casilla de la matriz, esta opini6n se traducird por un ntimero

ue (0, 1].
17.75
EXPERTO  1:
EXPERTO 3:
EXPERTO 5
EXPERTO 7:
EXPERTO 9:

Al
AP

(3)
As

AlT)
{7)

AZ

A{7)

a b c d e
810 .31 1
.51.21.7!.4]|.5
(517 lolo]|e
a b c d e
8| .4[.5]) |1
.310(.6|.3].4
b .92.4;01.7
a b c d e
81.3(1.211 |1
515111010
5101.4|10].6
a b c d e
Q.40 |1
61511010
3101.3,0]|.4
a b c d e
; 310 1
6i.5/1|0]0]
41.2/0101.6

,EXPERTO

LEXPERTO

LEXPERTO

_EXPERTO

EXPERTO

8

10 :

Al

: Aé“

(2}
A3

Al(”
{8)

Az

A:&“)

{10)
AI
10
A0
(10)
AJ

a b c d e
91.31.21.9 |1
5].4].9].3] 2]
7101.3101.6
a b c d e
8101311
4).2{6]3]5
41|00l 7]
a b ¢ d e
11.31.5{1 1
51.21.5).4|.5
I's|o[ 3]0
a b c d e
1|45
-t - — -
.5H '2, 5 6.7
12305
a b c d e
31051
BRERIRED
110(4|101{.5
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La agregacion de la opinién de los 10 expertos proporciona:

17.78
(3)

17.77

17.76

(2)

[

(n

b ¢ d e

a

e

d

a b

b ¢ d e

a

@R

A partir de (17.76, 77 y 78) se calculan A,

que da lugar a:

17.81

17.80

17.79

3

4]1.91.3
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17.82 17.83 17.84
A A2 A3
a b ¢ d e a b ¢ d e a b ¢ d e
AERERERE S ERERERERE ERERERERE
}—;
RIRZRRERE] 911701 1].9 RN RERE
215111 20911161119 'ZLL vy
lalrria 3lefvie;r]e 3087 ERERE
4. 4.9 | 1 |.8 al 7tz
NERERE al.911.5] EAEAR .8
S Sl.7{1].2].8].8 slei7]1 113
R _1+.77 6l.21.7 8.5 .6;3‘,7 BEEE
MEREIE 7laj.6] lea HBIFAEAR
8 3.5 JINEIEIR .8 71030
9 3.3 9 1 3 9 5030
1 1].3 JIBE 3 TIEEIR

Como es conocido (1) una funcién de variables borrosas, y “a fortiori”
una funcién de variables aleatorias borrosas, no puede descomponerse en
minitérminos (respectivamente maxitérminos) sino en formas polinomia-
les. Sin embargo, los a-cortes que son subconjuntos ordinarios pueden
engendrar funciones de variables booleanas descompuestas en minitér-
minos (respectivamente maxitérminos), que es lo que hemos hecho a par-
tir de (17.59). No obstante resulta interesante conocer los minitérminos
(respectivamente maxitérminos) en el supuesto borroso y en el aleatorio
borroso. Si las A; (17.79, 80 y 81) representan las propiedades, los mini-

términos representaran las intersecciones de estas propiedades si se les
incorporan los complementos (17.82, 83 y 84).

No se puede, de manera rigurosa, llamar clan al conjunto de minitér-
minos con ¢ y E y todas las uniones posibles realizadas con estos mini-
términos. Sin embargo por analogia con lo que sucede en el dlgebra
booleana, vamos a llamarles ‘“‘semiclan”,

(1) KAUFMANN, A,: Introduccidn a la teoria de los subconjuntos borrosos, Tomo
I, Ed. CECSA, 1982, epigrafe 33,
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17.87

17.86

17.85

777
70.71.7

51.51.71.6
4
2
L2

.8
7

8
Sl il
8
.8
7
6
3
1

1
2
3
4
51 .
6
7
8
9

| |
I
|
|
|

_ 1

TNeO SN 0N ® o

—_

17.90

17.89

17.88

1
~INININ ™
i { |
—+ ]
1755]1%11;1_
O~ NMmMY@9woN®oO ~
~|ojo]l0lo{m]|~
— == @ @lO|™| ™| ™
L : I
- N[OV o~ |
| ._$ L |
T
_-m NN ™ i
I :
—_— | Do N{ Q| N —
O -~ N MW W g N © 0 ~
19998_852
—
|
I7.653R,R
t
PP P 3_ |
R
10499041721
O - N MO =" N O N ® 0~
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17.91 1792 17.93
élﬂéjﬂéa 51052053 élnéznéa
a b c d e a b ¢ d e a b ¢ d e
ERERERE o [ VEIRERE
alzlsl ]2 M.7lsla S EARIEAE:
2[sl7i o 2[.5].5].6 2[.5].7] 6]
Aals|]a 303l 3760
K _i"hl 1 4033 VIEREZEIE ]
CHRREIRRE 5{1.3] HERE2RIE
6l 7 6|13 '6'_]4"741 L
700 5 7{a0.3 71016
.8 .3 .8 +.3 .sp.af ]
- A I I A
9 .3 9l ia 9l 1 .
1 .3 1 al 1 a
E
a b c d e
of v {1
RERERERERE
20
a2
KNERERERERE
NERERERRRE
17.94 slrvivir o
NEEEEERERE
VERERERERE
NERERERERE
IR ERERERE
IERERERERE

Por analogia con e! algebra booleana, llamaremos “claves aleatorias
borrosas” a los subconjuntos aleatorios borrosos A;, A,, ég; los mini-
[ ]

términos (17.86) a (17.93) se denominardn “dtomos aleatorios borrosos”
y la construccién indicada anteriormente con los atomos, todas sus reu-
niones junto con ¢ y E “semiclan”.
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Supongamos ahora que las cinco organizaciones a, b, c, d, e sean com-
paradas en relacion a un criterio P; A P, AP, se proceders a la compa-
racion de las columnas a, b, c, d, e entre si en (17.88). Para ello se tomara
la distancia de Hamming entre columnas. Asi, para A; N 52 NAj:

1
1795 & (a,b)= l—l— (1.9-.51 +1.9-5] +1.9-3} +1.9-31 +

+1.7-0| + .2-0{ + 1.1-0[) = 0.27

§(a,c)=022, &6(a,d)=041, §(a,e)=0.05
8§ (b,¢)=0.04, &(b,d)=0.14, 5 (b,e)=0.30
8§ (c,d)=0.19, &(c,e) =0,26, 6 (d,e)=0.45

Hay que sefialar que habriamos podido dividir por 10 en lugar de 11
ya que para & = O se obtiene siempre 1. Con las distancias calculadas en
(17.95) es posible reagrupar entre si las organizaciones y eventualmente
reagruparlas en subrelaciones mdximas de similitud. Segin este criterio
se hallan muy cercanas ay e asi como b y ¢,

Otro planteamiento consistiria en comparar, segin el criterio elegido,
la estimacion realizada por los 10 expertos con la correspondiente a un
verdadero minitérmino. Asi, se podria comparar E, N Az N Az con

A; N A, N Ay (los expertos deben ponerse de acuerdo p;ra dar Unica-
mente ceros o bien unos a las propiedades de cada a y b). Dicho de otra
manera, comparar la eleccién en todo o nada por consenso con la elec-
cion matizada con la estadistica que proporcionan los subconjuntos alea-
torios borrosos.
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AINA2NA3

c d e

11|

1
b
1
1
1
1
1
1

17.96

|| = ||~ |~|==]|0O

~ % ®No ik wioO

La distancia entre (17.90) y (17.96) es:
- _ 1
1797 8 (A; VA, N A3, A NA; NAg)= p (10.7-1] + 10.5-1|

+10.1-11+10.1-11 + [0.1-1] + [0.1-1] + {0.1-1{ + [0.5-11
+10.5-1| +10.3-1] +10.3-1| +10.3-1] + [0.7-0] + ]0.7-0|
+0.7-01 +10.3-0]) =0.19

También se puede comparar, con un com@n consenso, con datos
borrosos.
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AiNA2NA3
a c d e
11 111
1111
Tt
11141
’514—_ 1

17.98

- 0o NO©O LE WN - O

En este caso se obtiene:

1799 & (5, ﬁé.z N A:g, ,ALNANA)= ;_15- (1.7-1] + |.5-1}
+ [.1-1] + ).1-1] + [.1-0f + [.1-0] + 1.1-0] + |.5-1}
+ [.5-10 + [.3-1] + .30 + [.3-01 + [.7-1] + [.7-1} + [.7-1]
+13-1)=0.12

Pueden ser establecidas toda clase de informaciones que permitan
conocer mejor la empresa en sus aspectos econémico, social o cualquier
otro que pudiera interesar, Evidentemente, para que resultara factible,
debe realizarse a través de un sistema informatizado, Los procedimientos
considerados son muy féciles de programar con los lenguajes més usuales,

Veamos, ahora, otra utilizacién. Supongamos que se recurre a un
onceavo experto para que introduzca en el banco de datos su estimacién
a través de un subconjunto borroso de E para cada A;:

n
AL

17.100 EXPERTO 11 A"
A;")

PRI
—Intlw|®

d
1
1
2

wlo[»]n

wlololn
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Este 113vo. experto desea conocer cémo se halla colocada su estima-
cion en relacion a la de los otros 10. Entonces recurriendo a (17.79, 80
y 81) se calculara la distancia para cada A;. Se puede escribir (17.100)
bajo la forma:

17.101 17.102 17.103

Al AT A
e b c d e o b ¢ de a b c d e
YERERERERE MERERERERE YERERERERE

o)
SIERRRERERERE B HEEERE HERERERRRE
IR REE 2 BRERRE IR EEERERE
3 L{L" 1 3 K IR
a1 {11 |0 4 1 4 1 1
sp ] 5 1 5 1 ]
noEn. BN R I R KR ANEY
NERE 1 S 1 6 1 1
%ﬂbgkmﬂ . P
ABRE HTLj 70| 1 7# 1 : |
L L B L - ;
8[1 L 8 B 8 T
ol T 3>ﬂgﬁﬂ 9h4'j’74+MA7 1M‘__+ 9 T ]
: . — ’ —

1 1 1 1 1 1

9l 7]al1]3 .[OllléIT£j1 [a]els] 2]}

y se puede ya proceder al cilculo de las distancias de Hamming como se
ha realizado anteriormente,

Lo que acabamos de exponer, con la ayuda de ejemplos que hemos
querido sean muy simples, puede extenderse a toda clase de problemas de
peritacién subjetiva u objetiva, relativa a diversos dmbitos desde las cien-
cias humanas y de la comunicacién hasta-la informacién y la formacion.

Sefialemos finalmente algunos aspectos interesantes. Si se ha construi-
do un banco de datos de expertos utilizando subconjuntos aleatorios bo-
rrosos, se puede suponer que interviene un n + 1 experto en el sistema
introduciendo su opinién. El banco va a enriquecerse con esta nueva opi-
nién y se formara un nuevo conjunto de claves. Hay que sefialar y recor-
dar que hemos tomado, en nuestros ejemplos, un nimero de expertos
igual a 10 lo que proporcionaba probabilidades o pesos en décimas, pero
que es posible tomar cualquier nimero fraccionario. Sin embargo, en lo
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que se refiere a los niveles de corte recomendamos los 11 niveles, que co-
rresponden a nuestra costumbre de hacer notaciones sobre 10.

Unicamente a titulo de ejemplo sencillo, veamos cémo la presencia del
118vo- experto (17.100), va a modificar las A, , A;, A; dadas en (17.79,
80y 81). e

(1)
a b c d e

0 .090.272
1 181
2|.090 181
}__;, R
3 .363|.181 .090
4 272 ].090
17.104 .5 .272.090
6 1
7 .090
8[.363 |
ol272] | .090
1].272 .818(.909
(2)

a b c d e
0}.090|.090 .272|.272
a0
2 454 .090
3].090].090] 272
4].090|.090 181 .18

17.105 5).a54}.272) 181 272
FIREY .363.181
7 .00 .090
8
9 090
1f.oso|  |272].090].090
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(3)
a b c d e
0 454].272].905
0 1
2 Taen .090
38 .363
4[.a81 272 .090
17.106 5].272 090 181
6].090 454
7[.090 T e
8
9 181
—
1.8 (e 090
Ay
a b ¢ d e
of 1 1 1 1 1
| 7 Teosl724f 1 | 1
2l 1 |7250.724] 1 | 1
3[.9071.725:.543; 1 1
a{907| 3621.362] 1 |.909
17.107 5[.907|.0901.272, 1 | .909
6[.9071.090 908! 909
7:557 090 E,9os§909
8|.907 _ ],9082.909
9|.544 908 909
11.272 818].909
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17.108

17.109

O W N> U AW N

© ® N O L w W N

.11.905}.906

724

.723

905(.906

724

723

.905(.452

724

.633

.815,.362

452

.633

.7251.272

271

452

271
.090

.815

271

.180

.452

090

.180

.090

362

.090

.090

090

362

.090

.090

11.090

272

.090

.090

p—y
p—y

.543

.725

.090

1 .543

725

.090

1 |.362

725

.814].362

.362

633 |.362

.090

.906

.361(1.362

SRR S
271 1.362
181 | 362

181 1.362

725

271

o

.090

090

11.181 | 181

090

263
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Los errores cometidos por redondeo han sido absorbidos en el acumu-
lado al dar el valor 1. Evidentemente es posible reducirlos tomando en
consideracion un nimero de cifras significativo mayor. El total de los
errores cometidos por redondeo no sobrepasard 10™"*! en donde n es el
namero de cifras significativas. Hay que sefialar, no obstante, que no de-
bemos ser demasiado exigentes en cuanto a la precision de los calculos
con los subconjuntos borrosos y subconjuntos aleatorios borrosos, excep-
tuando determinados casos concretos. Lo que interesa es la precision de
los procesos mas que la precision en los cédlculos cuando se trata de datos
subijetivos.

En este apartado nos hemos limitado, para proporcionar el principio
de utilizacién, a la construccion de diversos sistemas expertos utilizando
la nocién de clan y de semiclan. Un sistema experto debe ser adaptativo y
debe permitir la matizacion. Es un instrumento para el entendimiento
hombre-méquina.
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Programas lineales
multicriterios
con limitaciones borrosas

INTRODUCCION AL METODO DE ZIMMERMANN (1)

Las bases de la teoria de la programacion lineal cldsica se deben a
G. DANTZIG y a partir de su “método del simplex” se han elaborado
una gran cantidad de variantes (2), adaptables actualmente al cilculo
mediante ordenadores.

Vamos a presentar un ejemplo como introduccion. Se trata de un
programa lineal que posee dos criterios, es decir, dos funciones eco-
noémicas.

18.1 MAX.z; =2x; +5x;

18.2 MAX. Zz=4xl —2X2

183  —4x, + 3x, <30 (1)
18.4 x; + 10 x, €143 (2)
18.5 X, <13 3)

(1) ZIMMERMANN, H.J.: Fuzzy programming and linear programming with several
objective functions, Fuzzy Sets and Syst, Vol. 1 n.© 2 1978, Pig, 45-55,

(2) Recomendamos como libros de consulta: KAUFMANN, A.: Métodos y Modelos
de la Investigacién de Operaciones, Tomos Iy II: y KAUFMANN, A. y HENRY-
LABORDERE, A.: Métodos y Modelos de la Investigacién de Operaciones, To-
mo III, Ed. CECSA.
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18.6 Sx; — 8x, <25 (4)

18.7 X120 , X220
Para el criterio z; , el maximo se obtiene para:

18.8 ;=13 , x,=13 , z;, =91 (Figura 18.1)
Para el criterio 7, , el maximo se obtiene para:

18.9 X1 =13 , X2=5, 7z, =42 (Figura 18.1)
Se puede observar que sustituyendo se tiene:

18.10

1800 s y=91 , 503,13)=26
}gﬁ 20 (13,5) =51, 7, (13, 5) =42

Existe en la literatura matemdtica especializada una gran cantidad de
trabajos sobre la agregacién matemadtica de criterios en la programacién
econdmica (1). En este trabajo vamos a dedicarnos especialmente a la
utilizacién de la teoria de los subconjuntos borrosos para esta agregacion.
Vamos a volver al ejemplo anterior representado en la figura 18.]1 para
poner de manifiesto primero en un caso muy simple las ideas basicas del
método de ZIMMERMANN.

Tomemos de nuevo la figura 18.1 y las limitaciones (18.3) a (18.7) v
vamos a introducir una agregacién borrosa de los criterios (18.1) y
(18.2).

Consideremos en primer lugar, el criterio z; y determinemos la ecua-
cién de la perpendicular a la recta que le corresponde. Esta recta pasa por
el punto 6ptimo (13, 13) v tiene por ecuacion:

18.14 Sx; —2x, =k

(1) Como ejemplo, entre otros muchos articulos, se puede consultar: GEOFFRION,
A.M.; DYER, 1.S. y FEINBERG, A.: An interactive approach for multi-criterion
optimization with an application to the operations of an academic department,
Manag, Sc, (Vol, 17) Pég. 357-368 (1972-73).

KUHN, H.W,, TUCKER, A.W.y GEOFFRION, A.M.: A parametric programming
solution of the vector maximum problem, Techn. Rep. n.C 11, Stanford Uniy.
Cal, 1965,
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s
S .

R T 7’ T m T T T T 7T T —
0 M 5(5'0) 10 xh

%’*5

x*;

FIGURA 18,1

el valor de k se obtiene de manera inmediata haciendo: x;
X, = 13, de lo que resulta k = 39. Se tiene, pues:

13y

18.15 Sx; —2x, =39

Sigamos el mismo proceso para el criterio z,, para el que la perpen-
dicular tiene por ecuacion:

18.16 Xy +2X2=k,

El valor de k' se obtiene de manera inmediata haciendo x; = 13 y
X, =5, de lo que resulta k' = 23. Se tiene asi:

18.17 X, +2x, =23
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Como puede observarse en la figura 18.2 la interseccion de (18.15) y
(18.17) se obtiene para:

19
18.18 Xy = ;‘ , X2 = —
De ahf se obtiene:
31 19 157
18.19 1z, (—~ R —> = —=1521/3
3 3 3
31 19 86
1820 1z, (— , —) = —=1282/3
3 3 3

Afectemos ahora al criterio z, la funcidon de pertenencia:

FIGURA 18.2

(1
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FIGURA 18.3

1821 my (z1)=0 , z;<521/3

Zy (Xy1,X2)—521/3
_ 4 (%) , 521/3<z, €91
91 —521/3

= | , 91<z

lo que representamos en la figura 18.3.

y,para z;:

1822  u;(z;) =0 , 22 <282/3

73 (X1,%X2) — 28 2/3
ALY, . 282/3< 2, <42
42 2823

=1 , 42<z,

lo que se representa en la figura 18.4
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A
Ha (Z3)

FIGURA 18.4

Esto representa que establecemos una funcién de pertenencia para el
criterio z; tal que su valor es nulo en las situaciones anteriores al punto
(31/3, 19/3) pues en este punto el decrecimiento de z; no puede ser
compensado (1) por un crecimiento de z,.

Por otra parte esta funcién de pertenencia es tal que su valor es 1 mas
alld del punto (13.13) y se admite que su valor varia de manera monéto-
na creciente y lineal de (31/3, 19/3) a (13.13). Se ha elegido de manera
similar la funcion de pertenencia de z, (figuras 18.3 y 18.4).

Sustituyamos ahora (18.1) en (18.21) y (18.2) en (18.22) con lo que
se llega, después de los correspondientes cdlculos:

1823wy (z,)=0.0517 x; +0.1293 x, — 1.3534
521/3<z, <91

18.24  u, (z3)=0.3000%, —0.1500 X, — 2.1500
282/3<z, <42

(1) Mds adelante veremos que se puede elegir arbitrariamente los puntos en que las
funciones de pertenencia dejan de ser nulas, Aqui, con dos criterios, podemos
operar de esta manera.
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Esto nos lleva a resolver el programa lineal siguiente:

MAX A

18.25 A<0.0517 x; +0.1293 x, — 1.3534
A<0.3000 x; — 0.1500 x, ~2.1500

= -4 X1 +3X2

X1,X2 20

Esta transformacion del problema se justifica de la siguiente manera,

[

Si se utiliza la interseccion A (min) para representar la conjuncién “y
se tiene la equivalencia siguiente para f, (x) € [0,1]y f, (x) €[0,1]:

18.26 MAX (f;(x) A f,(x)) = (MAX X, A< f (), A< f(x))
X X
Puede observarse esta propiedad en la figura 18.5

FIGURA 18.5

A e {1 (¢} A f2 ()
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Para simplificar la escritura en (18.25) se cambiara el sentido de varias
inecuaciones y se hara u; = A; se obtiene entonces:

MAX u;
(1) —0.0517x; —0.1293 x, +uz < - 13534
(2) —0.3000x, +0.1500x, +u; < —~2.1500
18.27 (3) —4x, +3x, < 30
4) xp +10x, < 143
) X1 < 13
(6) 5x; —8x, < 25

X1, X2,U3 =20

Los segundos miembros de (18.27) contienen algunas cantidades nega-
tivas. Con objeto de utilizar el método del simplex de Dantzig, vamos a
modificar (18.27) de manera que sean todas positivas.

Para ello hagamos:

18.28 Uz = X3 -3

Vamos a permitirnos un corrimiento ya que s6lo afecta a las inecua-
ciones (1) y (2) de (18.27), en las otras no interviene us y un decalaje de
3 cambiard el signo de los segundos miembros de (1) y (2). Evidentemen-
te, se puede aceptar todo decalaje superior a 2.1500. E! programa (18.27)
se convierte entonces en:

MAX x3
(1) —0.0517x; —0.1293 x5, + x3 <1.6466
(2) —0.3000x; +0.1500 x, + x5 <0.8500
18.29 (3) —4x; +3x, < 30
4) X; + 10 x, < 143
) Xy < 13
(6) 5 X; —8xp < 25

X1,X2,X3 20

Resolvamos ahora (18.29) por el método del simplex con la ayuda de
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los cuadros representados en las figuras 18.6,7, 8,9, 10 y 11. El resulta-
do ha sido obtenido en 6 pasos después de introducir las variables de hol-
gura Xq4, Xs, X¢, X7, Xg Y X9.

segundo relacién que
fila Ny Ng N3 Na | Ns | Ne | N7 Ng] g |\nigcmbm propfnciunﬂ lg
cleccion de 1a fila
| eosir| o[ [ : | 16466 | 1.6466 11 = 1.6466
T T
] I _
@ | 03000 | oaso0 (D] 1 | |1 | o8so0 | 08s00/1=08500 |«
(3 4 3 0 : SR ! : 30 30/02
14) I o oy : 143 143 /0 >0
i T N
(5) i 0 01 : I[ R 13 13/0 >
(6) 5 8 o[ T 25 25/0>00
1 A { L 0
fun-
cion ] z
oeon,
! FIGURA 18.6
FIGURA 18.7
. d relacién que
fila X X3 X3 [ Xa| Xs | X6 | X7 | X8| X9 sggun ° proporciona la
miembro - X
eleccidn de la fila
) T ] I 4 T
i 0.7966
o | [02a83] | ~o27e3 | D fuf o[ b P 07966 =32082 |«
| I Y 0.2483
1 A | '
P BB | 0.8500
(2) | 03000 | 01500 | 1 | | 1| || 0.8500 =_2.8333
VL Nl | ~0.3000
]
f HERE 30
3 -4 3 BRERERE i 30 == 175
[ | ' | —4
T T T T
N I Ll
4) 1 10 Flytofot b 143 —==143
[ , - I || !
[ ' | 13
| 0 Pl biolt oo ] 13 Z=13
(4! ]! | L
Pl HERE 25
6 5 -8 Plalo bl 25 —=5
L Pl 5
fun-
cion | —0.3000 | 0.1500 1 -z
econ. +0.8500
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relacién que
fila | x X X X X X X7 | x X segundo proporciona la
. o1 2 t3 n4 oS el *8 1 1 miembro T, X
eleccion de ia fila
1T
M {1 | -tz | ! 4.0273{ -4.0273 : I 3.2082 negativo
| 4 3
@ |, [-ous7a| 1| r2o81] 02081 |1 : 1] | 1.8124 negativo
' I
(3) l -1.4992 | 16.1092 | -16.1092 | 1 | | I 42.8328 negativo
I
1
| | { | | 139.7919
(4) | 11.1248 | -4.0273 4.0273 1 139.7919 | ——— =34,7110
| [ ] 4.0273
| ! - o
| | R | 9.7918
{5} | 1.1248 -4.0273 4.0273 i 1 | 9.7913 =24313
| 1 4.0273
| B I
T ] T T )
| | P 8.9591
(6) ~2.3764 ~20.1365 | ||t 8.9591 | - =04449 | «
| I I 20.1365
| | [
fun-
cién -0.1874 1.2081| -0.2081 4
econ, +1.8124
t
FIGURA 18,8
FIGURA 18.9
refacion que
segundo .
fila | x, X2 X3 | X4 | X5 | X¢ | X7 | X8 Xg . proporciona la
miembro i .
eleccion de la fila
T N 1
W [ |-usess [ {o [ [T ] easer | s negativo
I " 1 4
t + t
%)) ! o219 | 1| 1] : L 0.0193 | 1.9050 negativo
Il 1
T T T
3) : -3.3984 | 1 | O 1 1 | | 0.7990 50 negativo
}
t | N | 138
(ON I 15996 | | | © i 1] 1] | —0.1997 138 =86.2715
! 1.5996
s | | |
T T I T
| ' BERE 8
) | 110 (| 1] 01997 8 =5 -
| L 1.5996
| + A1 L
® |1 [-om | v | v L [T 00496 | 0.aaes negativo
i i
fun
cion -0.2119 1 0.0103 -z
econ. +1.9050
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relacién que
, segundo .
fila | x; | X2 | X3 [ xa ] x5 | X6 X7 Xa Xo B proporciona la
miembro ) -
eleccion de la fila
13
[SO ! 0 1 0 13 — —»oo
0
2) 1 1 0.1324 -0.0616 2.9645 negativo
66.9920
3) 0 1 2.1243 0.3749 | 66.9920 | —— =178.6929
0.3743
130
(4) 0 i 1 0 130 — 2®
0
(5) 1 0 0.6251 -0.1248 N negativo
1.0344
6) 1 1 0.0736 0.0349 1.0344 =29.6389
0.0349
fun
cion 1 0.1324 -0.0161 -z
econ, +2.9647
t
FIGURA 18.10
FIGURA 18.11
relacién que
fila | x) | x2 | x X, X Xg | X X X segundo proporciona la
2|73 4 s Te w8 *% | miembro S, .
eleccion de la fila
[SSH It 0 0 1 13
(2) 1 2.7650 1.7650 0.0024 3.4416
3) 10,7420} -10.7420 | 1 1.3338 55.8804
4) o 0 1 -1 130
(5) 1 3.5759 3.5759 0.3619 8.6989
(6) 28,6532| 28.6532 2.1088 1 | 23.6334
fun-
cién 1.4613 0.4613 0.1663 -z
econ, +3.4418
positivo positivo positivo FIN
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{13,13)

{13.0237,
8.7198)

A=0.4418

0 5 10 x,

I'IGURA 18.12

La solucién éptima es:
18.30 X3 = 3.4418
de donde resulta:
18.31 A=u3; =x3 —3=04418
tomando:
1832 py (zy)= M, (z2)=A=0.4418
y sustituyendo este valor en (18.23) v (18.24) se tiene:

18.33  0.0517x; +0.1293 x, = 1.7952
0.3000 x; — 0.1500 x, =2.5918
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La resolucion de estas dos ecuaciones permite obtener:
18.34 x; =13.0237 , x,=87198 (1)
Los valores correspondientes de z; y z, serdn:

1835 2z, =2%; +5x%x, = 2x13.0237 + 5 x 8.7198 = 69.6464
2, =4x; —2%, = 4x 13,0237 — 2 x 8.7198 = 34.6552

Se han colocado los resultados en la figura 18.12:

NOCIONES TEORICAS BASICAS

Antes de pasar a un estudio general de la programacién lineal borrosa
por el método Zimmermann, vamos a recordar ciertas nociones bdsicas
que van a ser utilizadas,

Supongamos que:

18.36 P: ayx;tazxy+...... +a,x,=b
Xi>0
b>0

, i=1,2,...,n

es un plano de R". La distancia euclidea de este plano al origen de coor-
denadas (xy, X2, ..., X,) = (0,0, ..., 0) viene dada por:

b
1837 A = —
V&

i=1

en las coordenadas ortogonales.
Consideremos ahora otro plano paralelo a P:

18.38 P’Z dy Xy +32 X2 +..... an anbl
;=0 , i=1,2,...,n
b'>0

(1) Se han cometido los errores por el redondeo a cinco cifras significativas. Un
célculo méas apurado proporcionaria x1 =13y x9=8.7.
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Se establece la hipétesis de que las aj, i = 1, 2, .. ., n son tales que
.estos planos tienen por lo menos un punto en R*. La distancia entre los
dos planos paralelos serd, en coordenadas ortogonales (1).

[b—b’l

/3 2
\/‘ g
i=1

La figura 18,13 representa esta distancia en R*

18.39 6=

FIGURA 18,13

Vamos a considerar ahora el subconjunto de planos en R*" que son
paralelos a P dado en (18.36) v vamos a dotar a este subconjunto de una
funcién de pertenencia, Designemos por Il un plano cualquiera paralelo
a Py por d la distancia generalizada de Il hasta el origen de coordenadas
(en cualesquiera coordenadas)

(1) La distancia de dos planos paralelos de R se presenta con una férmula més
complicada que (18.39) cuando las coordenadas no son ortogonales. A nuestros
efectos, sin embargo, vamos a continuar con esta restriccion ya que permanecen
vélidas las propiedades que vamos a utilizar,
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18.40 (1) =0 , 0<d<A—8 , A5
A-d
=l—-—— , A-5<d<A
5
=1 , A<S

Se puede también designar por d la variable de la funcion de perte-
nencia:

1841  u(d) =0 , 0<d<A LA
A—d
=l-—— |, A-8<d<A
8
=1 , A<d

Si se designa por § un segundo miembro cualquiera de (18.36), se
tendra:

FIGURA 18.14

ol-————— e
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1842 (@) =0 , 0<B<Y
b —
=17——£, , b'<B<h
b—b
=1 , b<g

La manera de afectar una funcién al subconjunto de los planos I
consiste en una aplicacion funcional lineal que se ha representado en
la figura 18.14:

Sin embargo también podria tomarse cualquier otra aplicacion funcio-
nal (con introduccion de una no linealidad para el programa econdémico),
por ejemplo:

1843  u@) =0 , 0<B<D’
b—B\* ,
=1,<———,) , b'<B<b k>0
b—b
=1 , b>8

que se representa en la figura 18.15

FIGURA 18.1§
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En ciertos casos se puede expresar la posicion del plano Il entre Py P’
por un porcentaje p, p 2 0, de la siguiente manera:

1844 u(p) =0 , p<0
=1_p , 0<p<
=1 L p=1 , p=-b;—,
b-b

AFECTACION DE UNA FUNCION DE PERTENENCIA
A UNA CONDICION

Veamos ahora como se pueden utilizar estos resultados para afectar
una funcién de pertenencia a una condicion de un programa lineal.

Supongamos que, en un programa lineal, las condiciones sean las si-
guientes después de introducir convenientemente variables de holgura
y/o artificiales.

ay;; Xy tajgaXe +...+a, Xy =by

a1 Xy a2 Xp vt agy Xy =by
a_ . x; ta_, Xy + ,+amnxn=b"1
18.45
xj/O , =123, ,n
bi>0 , i=1,2,3, , M
m<n

Tomemos arbitrariamente la condicidon cuyo segundo miembro
es bi. Transformemos esta condicion no borrosa en una condicidn
borrosa tomando b; <b;:

18.46  u, (8) =0 . 0<B,<b]
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Pero:
18.47 B,=a, xy ta,x;+...+ta x
que se sustituira en 18.46, lo que da lugar a:
18.48 B (3, X1 Fa, x, to.o.otg x)=0,
0<a, x; *a, % +...a, xn<b;

bi — (a1 X1 +aj2 X2 +...+ainxn)

=l_
by — b}
bi <aj X; +aj3 Xy +... Fajp x, <b;
=1, bj<ay x; Tapx, ... +aj, X,

La figura 18.16 representa una condicién borrosa de este tipo en R*2,

FIGURA 18.16

Y
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Escribiremos (18.48) de la siguiente manera:

1 n bi
- X oaXj— ~- , i=1,2,...,n
by —bj =1 Y b; —b;

18.49 i B)=

cuando bj < aj; X; + aj; Xo + ... +ajp Xy < bj. Utilizaremos mas ade-
lante la férmula (18.49).

En un programa lineal se puede suponer siempre que todas las condi-
ciones son borrosas de la manera como hemos sefialado, sin perjuicio de
hacer b; = b; para las que no lo sean. En estas condiciones, la funcién de
pertenencia que corresponde a las m condiciones sera:

1850 u(Bi,Ba,...,8m)= MAX (i BOA 1y BA. ..

Bi,FL2,..,m
A tm(Bm))

Hay que seflalar que una interesante generalizacién consistiria en to-
mar para la conjuncién “y” un operador distinto del A por ejemplo el
operador (.) (8.30) o el operador parametrizable (¥) (8.33). En este caso
el programa se convertirfa en no lineal. Si nos remitimos a (18.26), la fér-
mula (18.50) puede ser sustituida, utilizando (18.49), por las ecuaciones

siguientes:

1 n b}
)\ 7 2 alj — ]
bl — bl j=l 1 bl - bl
1 n b
1851 A< — T a5 X ,
2 —ba }=1 b, — b,
1 b,
A< ; z Amj Xj — =
bm — by it bm — b

que se incluirdn junto con las m ecuaciones (18.45) del programa lineal.
En la formula (18.46) se ha tomado b; < b;; veamos ahora el caso en
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que el plano I1;" que corresponde a b;’ es tal que b;' > b;. La férmula
(18.46) se convierte en:

1852 wi(B) =1 , 0SB <b;
i—b
= 1- ﬁ,‘, : , by <B; <bj’
bi _bl
=0 ,b'<B ,i=1,2,...m

Esta situacion ha sido representada en la figura 18.17 en el supuesto
de R*?

['IGURA 18.17

La férmula (18.49) se convierte en:

b!’ b’ o
- - T aj X;
bi — bi bi — bi j=1

1853 u; (B) =
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La férmula (18.50) no varia. Las férmulas (18.51) se transforman en:

by b n
A< 1" T, Z ayj Xj
by — b, by —-by =

" "
b2 b2 n

blzl — b2 blz’ - b2 j=1

18.54 A<

A=0

Se puede considerar una funcién de pertenencia del tipo indicado en
la figura (18.19) que conjuga los dos casos examinados, pero en este caso
puede surgir la no linealidad. Se tiene entonces:

18,55  wm;j(B) =0 , 0<B; <b;

b; —B; ,

=]-— , bj<B<b
bl~b: 1 ﬁl 1
Bi — b;

=1-——- , by <B; <b!’
b;l‘bi 1 ﬁl 1

=0 - ,b'<B ,i=1,2,...,m

que se representa en la figura 18.19.

Si se utiliza este tipo de funcioén de pertenencia, se asociardn las ine-
cuaciones (18.55) a las m ecuaciones (18.45).

Antes de continuar vamos a sefialar que ciertos autores han criticado
que en el método de Zimmermann aparece la funcién de pertenencia de
manera muy artificiosa y que con ello no tiene lugar un tratamiento del
modelo en un ambiente borroso. No participamos de esta opiniéon. La
introduccién aqui de una funcién de pertenencia estd de acuerdo con el
tratamiento de la incertidumbre a través de la teoria de los subconjuntos
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H{B})

\

T e e e o e —— —

i b{ Bi

FIGURA 18.18

FIGURA 18.19
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borrosos. Se admite el poco conocimiento de las §; y se les impone un
intervalo de confianza de una forma apropiada. Esta situacién no es ex-
cepcional. Hay muchos problemas econémicos en los que son precisa-
mente las condiciones las que resultan dificilmente mensurables y que
son subjetivas, y con mds motivo las b; de las ecuaciones (18.45). Se esta-
blecerd para estas b; un segmento o intervalo de confianza y niveles de
presuncion en [0,1], lo que concuerda perfectamente con la filosoffa del
tratamiento a través de lo borroso,

PROGRAMAS LINEALES MULTICRITERIO EN AMBIENTE
BORROSO. MAXIMIZACION

Volvamos de nuevo, ahora, a los programas lineales multicriterio para
tratarlos por el método de los subconjuntos borrosos. Explicaremos en
primer lugar los aspectos tedricos en el supuesto general de obtencién
de un mdximo, para examinar mds adelante la de un mfnimo.

Se considera el programa lineal multicriterio siguiente:

Zy =C1y1 X1 T Cr2 X2t Ftoim X

18.56 criterios

a;; Xy +a12 x2+...+aln Xn<b1

a1 Xy +322 X2+...+32n Xn<b2
L8.57 e e e

condiciones

Se supone que para el conjunto de las condiciones, existe por lo me-
nos una solucion.

Supongamos que se han resuelto los programas lineales que correspon-
den a cada criterio o funcién econdémica y que se han obtenido los valo-
res maximos correspondientes. Se tiene asi:
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18.58 z*¥ =MAXz , =12 ....p
r r
entonces por cada z"r‘ se establece una w_:

1859 w <z* , r=1,2,...,p
r r

que correspondera al hiperplano I1; a partir del cual la funcion de perte-
nencia empezard a no ser nula. La eleccién de estas w;, es arbitraria pero
puede ser justificada, en determinados casos, por la naturaleza del proble-
ma. Es el Iimite del sacrificio que se acepta, por anticipado, para desviar-
se del 6ptimo en relacién con este criterio; lo cual es muy habitual y
cuantificable en el pensamiento de un ejecutivo. Hay que sefialar que
estas w, pueden venir dadas a través de un porcentaje w./z; o bien
(zF —w))/zt.

La funcion de pertenencia de cada criterio serd entonces:

18.60  u B)=0 , B <
z¥ — B
=1 —L— , W, <P, <z2*
*—w f
r r
=1 , zF <ﬁr
También se puede hacer, sustituyendo:
18.61 B =cry X1 T2 X2+ FCen Xp ,I=1,2,...,p

en (18.60):
18.62  pr(ch Xy +eaXa ...+ Xp) =0,
Ce1 Xy T Cp2 X T vl Fepn Xy S

*
Zr —(cr1 Xy F 2 X +.o 6 Xp)

* w
r — W

=1

*
WS¢y Xy FCp X+l Fopy xn<Z,
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=90, z’r"<c,,x, +cp X9 .. FCp Xy
r=1,2,...,p

Se puede también escribir (18.62) para la parte no constante:
) 1
18.63  u.(B)=———
z
r

r=1,2,...,p

Establezcamos la hipdtesis de que los criterios deben ser satisfechos
segin una conjuncién *“y” representada por el operador A (min) (even-
tualmente por otro operador que represente a “y” lo que podria hacer

desaparecer la linealidad); se debera considerar entonces:

18.64  u*(By,B2,....6p
=N:3AX( My (ﬁl)/\ M2 (ﬁz)/\ A Mp (ﬁp))

Como se trata de buscar un maximo para el programa lineal (18.56-57)
se puede escribir:

MAX A
1 n Wy
A< 2 CyjXj—
2t —w; = ¥ —w
i 1 J=1 1 1
1 n wWo
A< E C2ij—
2} —w, =1 z} —ws
I8.65 e e
1 n wp
A< 2 CpjXj—
z¥ — Wy, =1 ¥ —w
p P P

a1y Xy +312 X2 +...+aln Xn<b1

as; Xy +322 X2+.,.+a2n Xn<b2
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dm1 Xy +am2x2 +...+amnxn<bm

AzZ0,x20,j=12,...,n, b;>0,i=1,2,...,m

Vamos a exponer un nuevo ejemplo, esta vez con tres criterios. Se
consideran los tres criterios o funciones econémicas:

Z1 = X1 + 5%,
18.67 23 = —X; + 5%,
23 =8x; —3x,
y las cuatro condiciones:
(1) —3x; +4x,<40
(2) 5x, +6x, <98

18.68
(3) 4X1—3X2<l6
4) X, +2x, <4
X1 ,Xz?O

Los criterios z,, z; y z3 han sido establecidos para la obtencion de un
maximo.

Un ripido examen de la figura 18.20 pone de manifiesto que los dpti-
mos parciales son:

ZT:Zl( 4,13)=69
18.69 2z =2z,( 4,13)=61
z3 =123 (10, 8) =56

Se establecen arbitrariamente las desviaciones admisibles siguientes:

~de It a 11 : d=34
18.70  de T3 a1l : d=16
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FIGURA 18.20

de I15 a 15 : d=148

en donde las H; son las rectas paralelas a las,]]:‘ desplazadas, que represen-
tan los lfmites inferiores admisibles en lo borroso. Se tiene pues, con las
notaciones utilizadas en (18.60) y expresiones posteriores:

w; =69 — 34 =35
1871 w, =61 —16=45
w3 =56-48= 8

La zona sombreada de la figura 18.20 indica el subconjunto de puntos
en donde puede encontrarse el 6ptimo global.
Para cada uno de los criterios z,, z;, z3, se obtienen sucesivamente:




292 GESTION PARA EL TRATAMIENTO DE LA INCERTIDUMBRE

1872ty (xy +5%,)=0 L 0<x, + 5%, <35
69~'X1—5X2
2T TR 3sgy + 5%, <69
34
=1 ,69<x;, +5x;
18.73 ,11,2(—X1+5X2)=0 ,O<*XI+SX2 <45
61+X1—5X2
=]_———_,45<~—X1+5X2<61
16
=1 L61< —x, +5x,
18.74 ﬂ3(8X1~3X2)=0 , 0<8X1——3X2<8
56—8X1+3X2
—p o T 8<8x, — 3%, <56
48
=1 56 <8x; —3x,

La solucion éptima correspondera a:

18.75  u™ (xy , %) =MAX (py (x1 +5x)A g (=%, +5x%,)

XX,

Aps (8% —3x3))

Las funciones de pertenencia (18.72, 73 y 74) se pueden escribir tam-
bién de la siguiente manera:

1876y (x; +5x3)

1
— (xy +5x, — 35
34(1 2 )

i

1
1877 g (—x; +5x3) B (—x1 + 5%, —45)

|
18.78 ﬂ3(8X1——3X2)=&(8X1—3X2—8)
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El programa lineal multicriterio se escribira entonces:

MAX A

X 5x 35
LI 2

34 34 34

X1 5X2 45
1879 A< -—+ - —
16 16 16

1
LM% 1
16 6
18.80 —3X1 +4X2 <40

le +6X2<98
4x, —3x,<16

?\?0,)(1 ,X2>0

en donde, de manera expresa hemos separado la condicién x; +2 x, <4
la cual se observa de manera visible, en la figura 18.20, que no interviene.
Por otra parte, dado que toda solucioén debe estar situada en la zona raya-
da, sdlo se conservara en (18.68) la condicién 5 x; + 6 x, <98. Final-
mente el programa lineal quedard limitado, después de la reduccion de
denominadores y haciendo:

18.81 A=u-3
al siguiente:
MAX u
34u -x; — 5%, <67
18.82 16u+x; —5x, <3
48u —8x; +3x,<136
5x; +6x, <98

X1 ,X, 20
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Hay que sefialar que la condicion X = 0 de (18.80) estd contenida en
las condiciones relativas a A, Asimismo la condicién u > 3 de (18.81) se
halla contenida en las condiciones (18.82) relativas a u.

Las figuras desde 18.21 hasta 18.24 presentan los cédlculos en los que,
como se hace de manera tradicional, se han incluido 4 variables de holgu-
a X3, X4, X5 Y X¢ Nno negativas. Se tiene finalmente el programa lineal:

MAX u
34u —Xx; — 5%, +Xx3 =067
18.84 I6u+x; —5%x, +x4=3
48u —8x; +3x, +x5 =136
5x; 6%, +x6 =98

X1,X2,X3,Xs,Xs,Xg,u=0

Se ha obtenido

18.85 MAXu=3217
en donde:
18.86 MAX A=0217

La figura 18.25 pone de manifiesto los resultados obtenidos:

FIGURA 18,21

segundo | relacién que proporciona

fila | u | Xy X2 {%x3]| x4 ] xs | x¢ | miembro la eleccion de la fila
T T
(|34 17-5]1 : | : 67 67/34 =1.97
I | |
_ | / =

@ (@] 1] 5], I1 N 3 /16 =0.18 -
3 148 | -8 3 : RN 136 136/48 =2.83
@]lo]|s|e } } f 1 98 98/0 >oo
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segundo | relacién que proporciona
fila | u X1 X2 X3 Xg Xs | x¢ | miembro la eleccién de la fita
[€))] i -3.125 5.625 1 -2,125 i } 60.625 60.625/5.625 =10.77
@ | 1| 00625 | -0.3125 'L 0.0625 T i 0.1875 negativo
@l [ BRI 127/18=17.05 -
) { 5 6 : 0 i 1 98 98/6 =16.33
0.0625 -0.3125 0.0625 -u
+0.1875
t
FIGURA 18.22
segundo | relacién que proporciona
fila | u Xy x7 | x3 X4 Xs xg | miembro la eleccién de la fila
n i 0.3124 i 1 -1.1879 | -0.3121 : 20.9379 | 20.9379/0.3124 =67.02
@ ;‘ ~0.1284 ! | 0.0105 | 0.0173 : 2.3923 negativo
@ | 1| -ost| 1| || -oaess | o0sss | 1] 70550 negativo
4) l { : 1 —0.3333 | 1 ] 55.6666 | 55.6666/8.6666 =6.72 | «
—0.1284 0.0103 0.0173 +2.3923
t
FIGURA 18.23
FIGURA 18.24
segundo | relacién que proporciona
fila d u | x| 21! x3 Xg Xs§ Xg miembro la eleccion de la fila
(n ; i I{ 1! -1.2233 1 -0.3005 1 -0.0366 | 18.9307
2) 1 ; | } 0.0253 0.0124 0,0148 3.217
ol 1] 0.0962 | 00321 | 0.0704 | 109801
(4) ; 1 { 1 0.1153 | -0.0384 0.1153 6.4231
0.0253 0,0127 0.0148 | +3.217

IFIN
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10.9801
10

FIGURA 18.25

Al valor 6ptimo de A le corresponde el punto:
18.87 (xT,x3)=(6.4231,10.9801)
y los criterios z; , z,, 23 toman valores:
18.88 27 (6.4231,10.9801) = x} + 5 x3
=6.4231 + 5 X 10.9301
=61.3236
18.89 23 (6.4231,10.9801) = — xT + 5 x5
=—-6.4231 +5 X 10.9801
=48.4774
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18.90  z5 (6.4231, 10.9801) =8 x7 — 3 x;

=8 X 6.423]1 -3 X 10.9801
= 18.4445

Las holguras de esta solucion son:

7y 7 =69 613236 = 7.6764

1891 7} — 75 =61 — 48.4774 = 12.5226
73 — 23 =56 — 18.4445 = 37.5555

o también con relacién a w;, w,, w3 obtenidos en (18.71)
2] —w; =61.3236 — 35 =26.3236

18.92 75 —w, =48.4774 —45= 34774
73 —ws; = 18.4445 _ 8 =10.4445

de donde se obtiene:

5 ~w, 263236

. = = 0.774
Z) — W) 34
75 —w, 34774
18.93 — = = 0217
Zy — W3 16
75 —w;s  10.4445
= = 0217

73 — w3 48

Los valores de las funciones de pertenencia (18.76), (18.77) vy (18.78)
para la solucién obtenida vienen dados por (18.93). Se obtienen también
sustituyendo (18.87) en (18.76), (18.77) y (18.78).

En efecto:

X7 +5x%x5 - 35

o |
X; +5x =
#1(1 2) 34
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6.4231 + 5 X 10,9801 — 35
34

= 0.774
xT+5x5 45
16

—6.4231 + 5 X 10.9801 — 45
16

1894 py (—xT+5x3)

= 0.217
8x?—3xg‘*8

48

Il

s (8 xllj -3 x?)

8 X 64231 —3 X 109801 —-8
48

= 0.217
1895  w(xT,x3) =ty (XP +Sx3)A pa (—x7 +5x3)
Auy 8x] -3x3) =
=0.774 AN0217A0.217 =0217

Finalmente se observa que, en este problema, la solucién (x?, xg) =
= (6.4231, 10.9801) corresponde a un punto situado en la recta que pasa
por (4,13) y (10,8) y que se halla en el Ifmite de la condicion 5 x; +
+ 6 x, < 98. En efecto:

1896 5x]+6x5=>5X64231+6X 109801 =98
MINIMIZACION DE UN PROGRAMA LINEAL
CON VARIOS CRITERIOS
Veamos lahora el supuesto de obtencidon de un minimo en el caso de

un programa lineal con varios criterios.
Se parte de un programa lineal con varias funciones econémicas:
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Z[=C[1X1+C12X2+....+Clnxn

22:C21X1+C22X2+....+C2nxn
18.97

Zp =Cpy X1 T Cpa Xa ...t Cpn Xy

apy X; ta, x2+....+a1n Xn=b1

aj 1 X1+a22 X2+....+32n-Xn=b2
18.98

am1 Xy tag, xp +. +amn Xn = bpy

x; =0 i=1,2,...,n

Se supone que, para el conjunto de las condiciones, existe por lo me-
nos una solucion.

Demos por resueltos los p programas lineales correspondientes a cada
uno de los criterios o funciones econdémicas y que se hayan obterido los
valores minimos correspondientes:

18.99 2y =MINz_ ,1=1,2,...,p
Entonces, para cada z , se establecerd una w:

18.100 w >zt ,r=1,2,...,p
que corresponderd a un hiperplano Il a partir del cual la funcién de
pertenencia empezard a no ser nula. La eleccién de estas w_ es arbi-
traria, pero puede quedar justificada por la naturaleza del problema.
Subrayamos de nuevo que las w, pueden ser expresadas en porcentajes
25w, o bien (w, — %)/ w,.
La funcion de pertenencia de cada criterio es:

18.101 e () = 1 , B, <2k
[
=1 - . ; , zt<ﬁ,<w,
Wr —Z;
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También se obtiene sustituyendo:

18.102 B =c¢; X3 Fcraxp +...F e Xp
r=1,2,...,p
en (18.101):

18.103 . (cey Xy FeraXo+..ooFcpXy) =1,

*
Cr1 Xy +Cr2 X2 +....+Cran<Zr
CiXp HCaXa F. . e Xa— G
= - * . y ]
W, — 7y
®
Zp SCp Xy Hep Xo Foi G Xy S0y
=0, cuxpten Xt e xg 2w

La férmula (18.101) puede escribirse, en lo que se refiere a la segunda
Iinea, de la siguiente manera:

Wy 1 n
18.104 . (8;) = - - % 2 CjXj

W —Z¢ W —Zp j=1

r=1,2,...,p

Si se establece la misma hipoétesis que para (18.64), se tomara en con-
sideracion el programa lineal siguiente:

MAX A
w 1 n
A S 2 ocyyx
wy —2) W —2Zy j=1
2 1 a
18.105 A< 2 ¥
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ayy x1+a12 x2+....+a1n Xn>b1
a1 X; tas, X2+....+32n Xn>b2
18.106
dmy X1 Fap2 X2+ ... Fapn X 2 by
A=0 , xj/O , ]=1,2, , N

Este programa lineal se resolvera por uno de los métodos tradicionales
derivados del método del simplex con la inclusién de variables de holgura
y en caso necesario de variables artificiales. Veamos un ejemplo numérico.

Se considera el dmbito definido por las condiciones:

(1) Sx; —3x,2-11

(2) 2x;, + Xz = 11
18.107

(3) 2x;+5x,> 34

(4) X1 +3 X2 = 14
y los dos criterios

18.108 Zy =8X1 +X2

18.109 Zp = Xy +4X2

Un rapido célculo o el estudio de la figura 18.26, permite obtener:
18,110 z; =MIN (8 x; + x;) =23
parax, =2 y X, =7
18.111 z; =MIN (x; +4x,)=16
parax; =8 y x, =2
Si se establecen como valores limite admisibles:

18.112 w, =48 . w, =31
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FIGURA 18.26

Se obtienen las funciones de pertenencia:

18.113 wB) =1 , B <23
~23
g, BB , 23<B, <48
48 —23
=0 , By >48
18.114 ﬂz (‘32) == 1 N ‘32 <16
By — 16
=1 _—2_ , 16 <8, <31
3116 b
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Se resolverd entonces el programa lineal siguiente:

18.116

18.117

18.118

MAX A
48 8 1
AS — - T X1 — "X
25 25 25
31 1 4
>\<————x1——x2
15 15 15
5X1 —3)(22—11
2x1+ x,2 11
3x1+5x,2 34
X +3x,2 14
AZ0 , X1,X, =20

Un célculo a través de una tabla del simplex proporciona:

18.119

con:

18.120

18.121

MAX A = 0.5876
x] =3.58219
x5 = 4.65068
77 = 333082
75 =22.1849

La figura 18.27 presenta la posicién de z? y Zy que se cortan sobre la
recta 3 X1 +5 Xy = 34.
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X2

. x=33.3082
15 \
10

N

4,65068 [ T

T T T T T T T T T T T T T T T -
0 4 s 10 15 x
3.58219

FIGURA 18.27

ASOCIACION DE CRITERIOS CON AYUDA
DE OPERADORES DIVERSOS

Vamos a examinar ahora el caso en que pueden asociarse los criterios
con ayuda de operadores diferentes al A,
Si los criterios se proponen con la conjuncién. A (min) debe escribirse:

18122 u(By,B2,...,B8p) = ty BOA pa BN A uy(Bp)

I .
Resulta posible también que se prepongan criterios con la conjuncién
“y/o” representados por V (max), se escribira entonces:
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18.123  u(B1, B2, ..., Bp) = p1 BV 2 B)V...V pp Bp)

Podemos utilizar el teorema de De Morgan de la siguiente manera:

18124 1 — u(Bi,Byy. .. B,)=(1 = m (B)A
(= BN A= pp Bp))

En este caso las inecuaciones (18.65) se convertirdn en:

. ] n Wy
18.125 14>\<—;—'E CrjXj — % , r=1,2,...,p
Zp — Wy j=1 Zy — Wy

con
18.126 1" (B1,B2,...B8p)= MAX(1 -N)
de donde:

18.127 ¥ (B1,B2,...,Bp)=1_MAX (1 — \)=MIN A
En lo que respecta a la conjuncién “y”, se puede también utilizar el
producto (.), de lo que resulta:

18.128  p(Bi, B2, ... Bp)= M1 (B1). My (B2)..... - Hp (Bp)

En el supuesto de obtencion de un minimo debera utilizarse (18.103)
en lugar de (18.62) en el segundo miembro de (18.128).

Finalmente, el programa econémico multicriterio en el que se emplea
(18.128) sera:

p Z. —(Cpy X1y FCraXa+ ... FcCn X
18.129 MAX [H (1; e — (Cr1 X1 r2 X2 rn n))]
r

*
=1 Ze — Wy
n
18.130 2z ainj<bl , 1—1,2, , m
j=t
18.131 >0 , j=1,2,...,n

Este tipo de programas ya no son programas lineales dado que la fun-
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cién econdmica al constituir el producto de los criterios (18.129) es una
funcién de grado p por lo menos para una de las variables x; y las condi-
ciones contindan siendo lineales. En los momentos actuales estos progra-
mas pueden resolverse perfectamente con la ayuda de los ordenadores.

Como se ha sefialado anteriormente es posible utilizar (entre otras) en
lugar del producto (.) una de sus generalizaciones, por ejemplo el opera-
dor v de Hamacher:

a.b
18.132 ayb= ,a,b,E€[0,1
Y+ -7 @) o1
v €[0,%)
que proporciona:

18.133 y=1 ; ayb=a.b
N a.b
18.134 vy=2 ; ayb=—————
Y Y l1+a.b

Todo ello con objeto de parametrizar el producto. Se escribird en-
tonces:

18.135  u(By, By, ..., Bp)= 1 B1)Y p2 B2) Y- -7 up (Bp)

Evidentemente la construccion del algoritmo para pasar a un programa
de informatica resulta sensiblemente mds dificil de preparar.

Son muchas las posibilidades de generalizacion. Veamos un ejemplo en
donde se utiliza el operador (.), producto simple (1).

(1) Este ejemplo ha sido tomado del articulo de H. J. ZIMMERMANN citado ante-
riormente, pdg, 188.
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Se parte de un programa lineal cuyas condiciones son:

— Xy +3x, €21
X; +3x, <27

18.136

4x; +x, <45

3x, +x,; €30 X1,X9 20

y los dos criterios:

18.137 Z; = — Xy +2X2
18.138 73 =2X; +x,

Un répido calculo proporciona los respectivos méximos:

z} =14 con x; =0 X, =17
18.139
z; =21 con Xy =9 Xy =3
se toma:
18.140 wy = -3 s Wa =7

Las formulas dan:

18,141 u(—x; +2x,)=0 , X1 +2x, -3
—-X1+2X2 +3
= ,—3<—xl+2X2<14
17
=1 , 14<<—x; +2x,
18.142 u(2x; +x;) =0 ,2xy +x, <7
2xy +tx, —7
=——14——— , T2, +x5 €21

=1 21 <2%, +x,
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La utilizacion del operador (A) para los dos criterios nos lleva al si-
guiente programa lineal:

MAX A
A< -0.05882x%, +0.117x, +0.1764
18.143
A< 0.1429 x; +0.0174 x, — 0.5
—x; +3x, €21
X1 +3X2 <27
18.144
4X1 +3X2 <45
3Xl +X2 <30 X1, X2 =0

del que se obtiene:

max A = 0.774 con x? =503 , x? =732
18.145 o
27=9.61 , z3=1738

Si se considera ahora el programa no lineal que corresponde al opera-
dor () en lugar de (A) para representar “y”, se tiene:

—Xl+2X2+3 2X1+X2A7
18.146 MAX < ) . < )
17 14

lo que dara, al adjuntar las condiciones:

MAX 7

1
18.147 n=-2—3§(~2xf +3xp x2 +2x3 +13x, - 11x, -21)

— Xy +3x, <21
Xy +3x, <27

4X1 +3X2 <45
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3X1+X2 <30 XI,X2>0

Este programa cuadritico da lugar a:

18.148 MAX7n =056 con x1 =57 , x3=71
27=85 , z2=185

En su articulo, H. J. Zimmermann demuestra varios teoremas relativos
a este tema, a los que se puede recurrir en caso necesario.

Se pueden desarrollar ahora, a través de un ejemplo, una categoria de
problemas con evidente conexién con lo expuesto:

MAXz; =15x; + 17 x,
18.149 a) (1) X, <7
2) 3x, +7x, <84 X1, X2 20
MAX z, =5%; +x,
18.150 b) (1) 10x; +9x, <120
2) X, €10 X1,X%X2 =0
La solucion del programa (18.149) representado en la figura 18.28 es:
18151 x1=7 , x;=9 , z;=258
La solucion del programa (18.150) representado en la figura 18.29 es:

* *
18.152 X1=12 s X2=0 , Z2=60

Busquemos ahora el programa lineal con dos criterios z, y z, que sa-
tisface todas las condiciones de los dos programas.

Resulta suficiente entonces, si D, es el dominio de todas las soluciones
del programa (18.149) y si D, es el de todas las soluciones del programa
(18.150), considerar la interseccion D; N D, con lo que hemos hallado
un programa lineal tinico con dos criterios :

MAXZ] =15 X3y +17X2
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FIGURA 18.28

FIGURA 18.29
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MAX z, = Sx; +x,
18.153 Xy <7

3x,+7x, <84

10x; +9x, <120

X, <10 X1,X, 20

FIGURA 18,30

Se observard que las soluciones 6ptimas separadas han cambiado (figu-

ras 18.28, 29 y 30). La solucion del primer criterio que corresponde a
(18.149) es ahora:

*

18154  x1=3 , x =10 , 1z =215%#258
y la del segundo que corresponde a (18.150) se ha convertido en:

18.155 xT=7 , x;=5.5555 , Zy =40.555# 60
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Para obtener la solucién borrosa a estos dos programas, se puede recu-
rrir al método descrito anteriormente.

Volvamos al caso general. Dados s programas lineales P, P,, ... Pg en
donde las funciones econOdmicas son respectivamente z,, z,, ... Zg y los
dominios de las condiciones Dy, D,, ..., D, se tiene el programa lineal
multicriterio siguiente:

18,156 funciones econbémicas:  z1, Za2,..., Zg
18.157 dominio del conjunto de condiciones: Dy "D, N... N Dy

Nos detenemos en este punto, en lo referente a las aplicaciones de la
programacién lineal al campo borroso. Quedan otros muchos aspectos
para la investigacion, algunos de los cuales han desembocado, entre otros,
en la programacion borrosa no lineal, programacion borrosa en enteros o
mixtos, programacion en donde las variables y/o los coeficientes son bo-
I10sos, programacion borrosa paramétrica... La puerta se halla abierta y el
horizonte se halla en el infinito.
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Juegos rectangulares
con ganancias inciertas
y multicriterios

PLANTEAMIENTO DE LOS JUEGOS DE ESTRATEGIA
CON DATOS INCIERTOS

La teoria de los subconjuntos borrosos se ha ramificado también hasta
la teoria de los juegos de estrategia segin la concepcion de VON NEU-
MANN y MORGENSTERN. Si un juego de estrategia no es o es poco
repetitivo, suele tratarse en base a las operaciones MAX y MIN para colo-
carse en las condiciones de la mas perfecta prudencia, dadas las informa-
ciones que se poseen sobre el comportamiento del adversario. Si el juego
es repetitivo y suficientemente repetitivo se utilizara la teoria de probabi-
lidades para colocarse estadisticamente en posicion de prudencia 6ptima.
Una estrategia simple se trata de la misma manera que con los subconjun-
tos borrosos, una estrategia mixta como se hace con las leyes de proba-
bilidad.

Y la teoria de juegos puede también enriquecerse incluyendo modelos
con datos (ganancias) inciertos y criterios suplementarios que ya no son
tnicos (como el de las ganancias). Y, de hecho, la teoria de juegos, que
constituye el fundamento de muchos modelos econémicos, puede reali-
zar extensiones en una infinidad de direcciones en las que pueden tenerse
en cuenta lo incierto y lo subjetivo. Vamos a describir solamente algunos
ejemplos representativos susceptibles de generalizacion.

Podemos iniciar este tema con el estudio de juegos rectangulares con
ganancia borrosa (1).

(1) Para més informacién sobre los elementos necesarios de la teorfa de juegos pue-
~ de consultarse: KAUFMANN, A.: Métodos y modelos de la investigacién de
operaciones. Ed. CECSA, Tomo IL
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Supongamos que la ganancia de un juego rectangular sea un subcon-

junto borroso G, i=1,2,...,m,j=1,2,...,n Partamos de un ejem-
ploenel que m =2y n =2, en donde las G toman sus valuaciones en
[0, 1] y son subconjuntos borrosos de E = {a,b,c} . Se designa por Mj;

la matriz construida con las ganancias Qij.Se llamara A al jugador que
elige las filas y B al que elige las columnas de M;j;. Por hipdtesis, se va a
suponer que las ganancias (positivas o negativas) son pagos de B a A.

Sea pues un referencial:

19.1 E={ab,c}
y el juego rectangular siguiente en el que, sean cuales sean las elecciones

de A y de B, B es el jugador que transferird a A y jamads A va a transferir
a B (mas adelante veremos como puede abandonarse esta regla injusta).

B
(n (2)

a b ¢ a b ¢
| Lelr 2] [a]a]1]

19.2 A

a b ¢ a b ¢
t2) | L7[o.a] | [8].5]5]

De esta manera, si A elige la fila (2) y B la columna (1), entonces se
afectard a B y A el subconjunto borroso siguiente:

a b ¢

19.3 Ga1= [7]0].4]

Cabe preguntarse si una generalizacion de este tipo puede conducirnos
a los conceptos de estrategia pura y de estrategia mixta fundamentales en
la teorfa de juegos de estrategia. Recordemos primero que una estrategia
pura es la eleccion de una y de una sola fila por A y de una y una sola co-
lumna por B; mientras que una estrategia mixta consiste en la eleccion
por A de una ponderacién convexa de filas y para B de una ponderacion
convexa de columnas. En ultimo término, una estrategia pura es un caso
particular de estrategia mixta.

En primer lugar, se plantea como concebir un comportamiento racio-
nal de A y de B si las ganancias (transferencias) no se hallan constituidas
por elementos de un conjunto totalmente ordenado sino por subconjun-
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tos borrosos en los que su estructura es la de un reticulo distributivo. Se
puede, por ejemplo, suponer el razonamiento siguiente. Supongamos que
A puede realizar la comparacion de dos subconjuntos borrosos Gy g' del
mismo referencial y consideremos dos casos:

1) G domina estrictamente G’, es decir GDDG', entonces A prefiere
GagG'

2) G y G’ no son comparables, entonces A establece subjetivamente su
preferencia o utiliza un criterio (o varios) para que G y G’ sean com-
parables. Y B hara lo mismo con su sistema personal de preferencia.
Hay que sefialar que, si G = Q', son equivalentes a priori.

Si A elige una fila utilizando implicita o explicitamente su procedi-
miento de preferencia subjetiva, en un juego tal como (19.2), se le con-
sidera como un jugador “maximizante” y reciprocamente, si B elige una
columna utilizando su procedimiento preferente, que no coincide forzo-
samente con el de A, serd considerado como un jugador “minimizante”.
Esta distincién es arbitraria pero habitual, Las mismas consideraciones se
realizan cuando se trata de estrategias mixtas.

Un procedimiento, entre otros muchos, para transformar un reticulo
distributivo en un orden total consiste en calcular la posibilidad en rela-
cion con una ley de posibilidad que cada uno determina; cada jugador
puede tener la suya propia o la misma que el otro.

Una interpretacion de este enfoque es que cada jugador tendria una
funcion de posibilidad ideal y calcularia con ella la posibilidad de cada
transferencia.

Supongamos por ejemplo, que en el juego (19.2) A se impone como
ley de posibilidad ideal:

a b ¢

19.4 f=[1]3].7]

En este caso utilizara (19.4) para calcular las cuatro posibilidades rela-
tivas a las transferencias:

19.5 va(Gy) = }(/( By () A pufs (x)

xe { a,b,c }

Es decir:
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vA(Gi1)=(4ADV(IA3)V(2A.T)= 4
va(G12)=(3ADV(4A3)VAAT) =7
va(G21) = (7TAD)VOA3)V(4AT) =7
va(Ga2)=(BADV(SA3)V(SA.T)=8

19.6

En cuyo caso se ha llegado a un juego rectangular en el que las ganan-
cias son nimeros que pertenecen ahora a [0, 1]:

8
I's (1} (2)
41.7

19.7 (n) 4
(2) 7].8

No existe razon alguna para que B elija la misma ley que A. Por ejem-
plo, si B elige la siguiente ley:

a b ¢

19.8 = [0 [0 [.4]

se obtendra:

v(G11)=(4A.DVA ADV(2A4)= 1
vB(G12)=(3ADV(AADV(1A.4) =4
v3(G21)=(TA.DV(OADV (4A 4)= 4
vB(G22) = (8A.DV(SADV(5A 4)=35

19.9

en donde el juego rectangular es:

B
y (1) (2)
19.10 PO L
(2) [a]s

Si A elige en su juego (19.7):

19.11 MAX [MIN v, (i, )]
i j
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tendrd la seguridad de recibir por lo menos una valuaciéon de 0.7 con la
fila (2) como consecuencia de su estimaciéon en relacion con su ley de
posibilidad ideal (19.4).

Por su parte, si B elige en su juego (19.10):

19.12 MIN [MAX vg(i, j)]
j i

se asegurard de que no entrega mds de 0.5 con la columna (2) como con-
secuencia de su estimacion en relacién con su ley de posibilidad (19.8).

Se observa que el juego rectangular no es el mismo para A y para B; se
trata de un juego rectangular con suma no nula.

Resulta posible plantear otro procedimiento de estimacion distinto de
la ley de posibilidad definida por (19.5). Por ejemplo, se puede conside-
rar la distancia existente entre el pago ideal y el subconjunto borroso que
se puede recibir. La distancia elegida puede ser la distancia relativa de
Hamming:

1
19.13 8 (fa (x), G (x) = - 2 fa(x) = G5 (0
X
n=card E
xeE

Y lo mismo para B sustituyendo A por B. Resulta asi, tomando (19.4)
para A y (19.8) para B.

19.14

sulvlalz]. [a]r]2]) =;—(|1*.4|+|.3~-1|+|.7‘.2|)

1
=5 (6+.7+.5)=06

1
St ]s]7]. [ala]n )=5(|14.3|+|,3-.4|+1.7_1[)

1
=5 (7+.1+.3)=0366
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1
ol ] 1 [.3 ,7| ,|.710].a}) =§(lla.7|+|.3—0|+|.7;.4|)

1
=5 (3+3+3)=03

1
O 1sl.7) . Lelsls}r=-(1-81+13-.51+17-.5l
dtl1].3].7 8|.5|.5 3’( )

1
=5(.2+.2+.2)=o.2

El juego de A serd pues:

A
v (1) (2)

19.15 () .6 |.366
(2) .3 2

Pero habida cuenta de que A intenta obtener un minimo (hallarse lo
mas cerca posible de su funcion), adoptara el criterio minmax. Elegird as{
la fila (2) que domina a la fila (1) seglin este criterio.

Pasemos a B considerando (19.8) y (19.2). Se obtiene:

51 0T 4] . a0 T2)) = %(.3+ 0+.2)= 166

1
6(].1 L .4|,|.3 .AIII) ==(.24+.6 +.6) = .466

3
19.16

5 [T Ta]. (T3]0 =~(6+ 1+ 0)= 533

3

1
6(!.1}1 .4|, 81.5].5]) =§(.7+.5+.1)=.433

El juego de B serd:



JUEGOS RECTANGULARES CON GANANCIAS INCIERTAS 319

B
{12
(1) | 166 | 466
19.17 A
{2) | .533 | 433

Adoptari el criterio maxmin y elegira la columna (2).

Al considerar la fila (2), A se asegura de que no se alejard de mas de
0.3 ‘de su ideal y tomando la columna (2), B se asegurard de que no se
alejard mas de 0.466 de su ideal,

En este caso se da la circunstancia de que los dos criterios (la posibili-
dad de una parte y la distancia de otra) proporcionan las mismas estrate-
gias, lo que constituye un caso particular.

Veamos ahora el supuesto en que las ganancias vienen dadas en inter-
valos de confianza,

B
I'e (1) (2)
1 2,7
19.18 - ([27])(4c]
(2) |[3,5]1|[112]

En este caso, los dos adversarios que son ambos prudentes van a adop-
tar el comportamiento siguiente: A va a interesarse por los extremos
inferiores y B se va a interesar por los extremos superiores, de donde sur-
gen los dos juegos.

B
Juegode A: .~ (1) (2)
MAXMIN

(1) 2 | 4 | 2 a—NMAANIN
{2) 3 1 1

19.19

al elegir la fila (1), A se asegura la ganancia minima de 2

B
Juegode B: - (1) (2)
(1) 7 6
(2} 5 (12

19.20

MINMAX g~ 7
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al elegir la columna (1), B se asegura de que su pérdida no serd superior
a’.

Evidentemente, cuando existen casos de dominio de filas (respectiva-
mente de columnas) estos juegos se simplifican.

Cabe ahora preguntarnos si resulta logico considerar supuestos en que
las ganancias sean intervalos de confianza. La respuesta es positiva ya
que basta con que estas ganancias se hallen sometidas a fluctuaciones ex-
ternas, tales como fndice de precios, variaciones bursitiles, etc.

Se puede tener en cuenta también el supuesto en que las ganancias
sean N.B.T. Para ello tomemos aquellos N.B.T.  que concuerden con
(19.18) para poder realizar una comparacién con el caso anterior.

B
(1) (2)

01 f12,671]144,6)

19.21 A

(2) ]{3,4,5)|(1,772)

Una primera aproximacion consiste en ocuparse solamente de los ex-
tremos inferiores y de los extremos superiores y en este caso de extrema
prudencia, se resuelve como en el caso anterior (intervalos de confianza).
Al actuar asi se abandona una informacidn subjetiva importante: et maxi-
mo de presuncién. Uno de los medios que existen de tenerlo en cuenta
consiste en convertir cada N.B.T. en su real asociado. Si

19.22 a; +2a, +a,
19.23 a={(ay,a;,a3) entonces @=~—T——-

en cuyo caso el juego (19.21) se convierte en:

B
" (2)
19.24 (m 5.25 | 4.50 | 4.50 ~a—MAXMIN
. A
{2) 4.00 { 6.75 | 4
MINMAX (5'25 6.75

Se ha obtenido en este caso la misma estrategia para A y para B, pero
no siempre sucede asi. Al utilizar 7@ en lugar de a el comportamiento no
sria ya el de la mixima. prudencia sino el de una prudencia razonable.
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Lo que se acaba de sefialar para los N.B.T. se extiende a todos los
nimeros borrosos pero la formula (18.23) es sustituida por integraciones,

Evidentemente, para todo juego que comporte ganancias G.. € R, se
pueden definir estrategias mixtas si el juego es repetitivo. Todos Yos cono-
cidos teoremas de la teorfa de los juegos de estrategia se aplican por ex-
tension a ganancias borrosas, con las logicas reservas de modificar algunas
definiciones.

ESTRATEGIA BORROSA

Vamos a estudiar ahora otro concepto, el de “estrategia borrosa”. Una
vez mds, nuestras explicaciones van a ser dadas a partir de un ejemplo.

M) B Y,
V/'a b ¢ a b ¢ a b ¢
x| [a[1 o] | [8].a]1] [o]s5]o] x3
a b ¢ a b ¢ a b ¢
1925 A x2 {[.5].3].6] | [.8].6] 8] [V]o].6] x3
a b ¢ a b ¢ a b ¢
xs | [2]a].7) | {.7].7] 4] [o]sa] x*
a b ¢ a b ¢
[ T2s].s] [o]7s] 2]
Xy X3
19.26 19.27 19.28
vio)  yfol vip b vl yge
x4 | 80 x®f 1 a]os  x 0 | 1o
x5 | 8 | P 3| 6|0 X' e | 8|06
X2 17 o o a7 los XOL 7| 4] o0a
10 0.25 0.75 0.80 0.20

Wg = 0.50 Wp = 0.55 W, = 0.64
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19.29 W= | .50 | .55 .64

En este esquema, las ganancias de A son subconjuntos borrosos de
E = {a, b, ¢} lo mismo que los pagos de B, como en el supuesto ante-

rior. Se separa el juego rectangular borroso en tres juegos rectangulares
ordinarios (19.26), (19.27) y (19.28); el uno relativoa a,elotroab y el
tercero a c. Para cada uno de los tres juegos, se calculan las estrategias
6ptimas mixtas o puras y el valor del juego correspondiente w,, wy, y

wc. Al reagrupar, se obtienen Z(:, Z(,Z’ ?5:’ X’:, «Yj las estrategias borro-
sas 6ptimas y el valor del juego W que es también un subconjunto borroso

de E= {a,b,c}.

Si B acepta las estrategias borrosas 6ptimas, se ha asegurado de que no
perderd a con un nivel que no sera inferior a 0.50, de no perder b con un
nivel inferior a 0.55 y de no perder ¢ con un nivel inferior a 0. 64. Se rea-
lizard para A un razonamiento dual. El juego deberd jugarse asi: a cada
partida, se pedird a A qué fila escoge para a, qué fila para b y qué fila
para c; contestard lo siguiente, para optimizar: para a siempre la fila (2),
para b la fila (1) con una probabilidad de 0.5, para ¢ la fila (2) con una
probabilidad de 0.6 y la fila (3) con una probabllldad de 0.4. Como es
conocido, las extracciones deben realizarse con la ayuda de tablas de
ndmeros de azar o un dispositivo equivalente y que cada jugador debe
ignorar la eleccion del otro. Como puede observarse un juego de este tipo
es perfectamente coherente,

Veamos otro tipo de juego rectangular borroso en donde los pagos son
ndimeros borrosos,

Se parte de:

N
N

19.30 A

= o

IS

-3 -2 -V 0O 3 4
19.21 -z_[sl1laISIT L[]
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-3 -2 -1 1 3 4
19.32 = ISIITBISI [ ]
-3 -2 -]
19.33 o=[ ] I5T’|8I5IJJ
-3 -2 -
19.34 1= lTSl'l8|5l]
=3 -2 -1 01 2 3 4
19.35 2= [ [ T [s[h]s8]s]

Sefialemos en primer lugar que el juego rectangular no borroso corres-
pondiente proporciona las siguientes estrategias 6ptimas:

8
/o ) (2) (3)
1 ol-21 2 X*=13/7
19.36 A m ! W*=12/7
{2) V2 i X3=4/7

3 4
Y= 0 Yi=3  vi= =

Los nimeros borrosos de (19.31) a (19.35) son unimodales, es decir
que:
19.37 Hn (x) =1 si X=n

Por otra parte, todos los nimeros tienen la misma funcién de perte-
nencia pero con un corrimiento de 1 cuando se aumenta el entero en
1 unidad. Al juego (19.36) le vamos a llamar “juego rectangular modal”.

Al nivel de presuncién a = 0.8, teniendo en cuenta (19.30) y (19.31 a
19.35), se hallan 2 juegos: se vuelve a obtener (19.36) y otro juego co-
rriendo una unidad todas las casillas.

B 8
f (1) (2) (3) ,/‘ {1} (2) (3)
1938 1y |0 |-2}2 A (1) 1 {-1] 3
19.39 (2) 1 2 |- {2) 21310

wi=2/7 Wi=1+2/7
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Las estrategias 6ptimas son las mismas para (19.38) que para (19.39)
y el valor del juego sufre una traslacion de 1 unidad (1).

Para a = 0.5, se obtienen 4 juegos de los que s6lo recogemos los dos
juegos extremos:

B B
/2 @) (2 (3)
19.40 I IEIEYE m [2ToTa
A A
19.41 (2) o |1 [-2 (2) [3[a ]
WH=-1+2/7 W,5=2+2/7

Para a = 0, se obtienen una infinidad de juegos todos los cuales tie-
nen la misma estrategia.

f (1) (2) (3)
() Q+e|-2¢e|2+e
19.42 A eEN-1-1,0,1,2
{2) 1+e|2+ef-1+e t }

Aunque en nuestro ejemplo los nimeros borrosos son enteros borro-
sos, s¢ puede generalizar al supuesto de nlimeros borrosos que sean sub-
conjuntos borrosos de R.

Finalmente, el juego rectangular (19.30) puede presentarse también de
la siguiente manera:

19.43

-2 -4 0 -1 -3 1 0o -2 2 -1 3 2 0 4 3 1 5
-1 0 -3 o v -2y |V 2-1}11]12 3 o 3 4 1} |4 5 2

o [ os v [ es | o5 | o )~

(1) Recordemos que en el tratamiento de la teoria de juegos rectangulares, y de ma-
nera mas general para otros tipos de juegos de estrategia, se demuestra gue si se
afiade a todos los valores de los pagos un mismo niimero k ¢ R el valor del juego
pasa de w* a w* -+ k, mientras que las estrategias ptimas de A y de B no varian,
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Las estrategias 6ptimas de este juego son las del juego modal:
19.44
-242/7 -142/7 0+2/7 14277 2+2/7 3+2/7

wx=[| o { o5 | 1+ | o8 | o5 | o |

19.45 xF=3/7, x}=4/7, x5=0, vy} =37, yi=4/7

En este ejemplo, los enteros borrosos n se generan a partir de Q es
decir Q (+) n. Veamos de nuevo el caso de nimeros borrosos cualesqu1e-
ra que vamos a tratar a través de sus a-cortes, un método distinto de los
que hemos presentado para los juegos con ganancias borrosas.

Supongamos el siguiente juego rectangular con ganancias borrosas:

B
s () (2) (3)
1 2 3 | 210 o1 2 3
o | | 63 | G T
19.46 A
-2 -1 1 2 3 | 3 4 5
(2) Lal0 [7] | L2 ]3]

Consideremos ahora los juegos obtenidos para cada a-corte.
Para a = 0.2, se tiene:

e (1) (2) (3)

- 0,3
19.47 A (e i-r]ifoes) , a=0.2

(2 |2} 1.3)}|[3.5)

Se establecen, tal como se ha hecho anteriormente, para A un juego
maximizante con los extremos inferiores y para B un juego minimizante
con los extremos superiores.
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B B
(1){2) (3) (1) (2) (3)
19.48 r
(1) 11-1{0 (1} 3113
A x=0.2 A =0.2
19.49 (2) |-2{1 |3 (2) -1{315
A MAXIMIZANTE B MINIMIZANTE
* _ * _ *
1950 X[ 402 =3/5 » X30-0. =25, Wageoz = —1/5

* _ *
19.51 yra=o_2 =1/3> Y:a=o.2 =22, Y3002 =0 > Wpa=02 =53

Para a = 0.3, se tiene:

B B
5 ¢ iz ,/(11(2;(3)
19.5 (1) 11-1]10 (1) 3(0¢(3
A ®=03 A a=0.3
19.53 (2) =201 |4 (2} -113 1|5
*
1954 % o ca3 =35, Xyqm03 = 25 Wagoo3 = —1/5

* _ * _ * _ * —
19.55  ¥iqeo03 =317 Y20003 =47 2 Yagz03 =0 Wpgae o3 = 917

Para a = 0.4, se tiene:

B B
s /o (2)13) / 1n(2)(3)
19. ([ (1) [3]o]|3
=04 A =0.4
1957 {2y |-2]1 |4 {2) [-1]3}a
* _ * _ * _
19.58  X{4.0.4a =315 X3020.0 = 2/5 Waqoo.4 = —1/5

- * - * _ * _ * .
1939 ¥ig0a =317 Vaamoa =47 Y3a-0a = 0 Wpgo0a =97

Para a = 0.6, se tiene:
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B B

{(1){2)(3) {1)(2)(3)

19.60 (1{_ 2 (-2 n’)/ 3]013
A o) [RTala]e=0e A (2) [T3Tal®¥=0e

19.61

- * = * _
19.62  XTgi06 47T %006 =37 Waa=os = 217

* _ * _ *

1963 ¥} ogs =37+ Vaaeos =H7 Y s gne =05 Wagaos = 9/7

Para a = 0.7, se tiene:

B B
” Y~ (12113 ¢~ i) 13)
19. (1) 21112 {1) 2(0]3
=07 A a=0.7
19.65 (2) 1124 (2) 11314
* _ * _ * _
19.66  X{g 07 =12, X50.00 =12, Wyg 9, =1/2

* _ * — * — * _
19.67 ¥ geor = V2 Y20207 = V2. Y30207 =05 Wpgagy = 1

Para a = 0.8, se tiene:

B B
¢ 213 Yy~ 1)12)13)
1968 3 22 (1) [2]o0]s
=08 =08
19.69 (2) 112 ] 4 (2) 11214
* . * _ _
1970 X\ qu05 = 12, %5005 = 112, Waa=0s = 1/2
* _ * _ *
1971 Y a-08 =25 Y3008 =3/5 Yia05 =0 Wha=og = 4/5

Para a = 1, se tiene:




328 GESTION PARA EL TRATAMIENTO DE LA INCERTIDUMBRE

B

Y~ o) 12)13)

19.72 A ) 21012
' (2] -1 2]4
A MAXIMIZANTE
B MINIMIZANTE
* _ * - * =
1973 Xigey =3/5 %502, =25, Waqo =45
" B ¥ * _ * =
1974 Yiqo =25.Y,00 =315, Y302 =05 Wpqo =4/5

El cuadro siguiente pone de manifiesto como evolucionan las estrate-
gias con « y como los valores del juego convergen monétonamente con a.

a Xt ox3 vy oY% o ovy3 wa wg

02 |3/5[2/50 173273} 0 {-1/5|5/3

0.3 13/5(2/5(3/7|4as71 0 |-1/5(9/7

0.4 |3/5(2/5(3/7(as7| 0 |-1/5{9/7

19.75 0.6 477|377 (377477 0 |2/7|9/7
07 {1s201720v72|v72) 0 172 0

0.8 [1/72[1/72]2/513/5| 0 {1/2|4s5

1 [3/7502/5|2/5(3/5| 0 |as54ass

El cuadro (19.75) pone de manifiesto los resultados nivel a nivel en un
juego rectangular con ganancias borrosas en donde la ganancia es un na-
mero borroso. Recordemos que este tipo de juego, presentado aqui de
forma didédctica y simplificada, se encuentra frecuentemente en la reali-
dad econémica. En los problemas de concurrencia aparecen no solamente
2 concurrentes sino n; y no es habitual que se conozcan formalmente las
ganancias y las pérdidas. Lo que se ha explicado en este epigrafe resulta
generalizable para muchos casos reales.
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JUEGOS DE ESTRATEGIA RECTANGULARES CON VARIOS
CRITERIOS DE DECISION

Veamos ahora una situacion en la que los subconjuntos borrosos resul-
tan adecuados dentro de los juegos de estrategia rectangulares, aquélla en
que intervienen varios criterios de decision.

Como es bien sabido todo juego rectangular puede ser convertido en
un programa lineal (y reciprocamente). Consideremos ahora que el com-
portamiento de los jugadores A y B puede superponer a los criterios max-
min y minmax del otro, otros criterios lineales. En este supuesto es posi-
ble utilizar el método de Zimmermann, como puede observarse en el si-
guiente ejemplo.

Supongamos el juego rectangular:

B

{1} (2)(3)
(1} 5[-116 X,
{2) 0laj2 X,

19.76 A

El programa lineal que proporciona la (o las) estrategia 6ptima de A y
el valor del juego w es el siguiente:

MAX Z] =W
(1) 5X1 Zw
19.77 2) —x; + 4x,=2w
B)oxy, + 2x, 2w
4 x, + Xe 2 W, X1 ,X2 20 (1)

Supongamos ahora que el jugador A toma un criterio distinto de
zy =w, tal como:

19.78 MAX Zy = 3Xl + X2

lo cual implica el programa lineal siguiente, con dos criterios:

(1) Resulta evidente aqu{ que w >0,
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MAX Zy =W
MAX z, =3x; +X,
(1) 5)(1 2w
2) —x; + 4%, =
1979 B 2 =W
3) 6x;+ 2 =w
(4) x,+x2——l,x1,x2>0
Hagamos:
19.80 Xy = 1 - X1
Se obtiene:
Max z, =w
Max Zy = 2X1 +1
19.81 w-5%; <0
w+5x; €4
w—4x; <2

1<, w,x; 20

Habida cuenta que en el programa (19.81) sélo existen dos variables,
podemos utilizar el método grdfico (figura 19.1).

'1) Para el criterio z; :
19.82 x7=04 , x3=06 , zi=w=2

2) Para el criterio z, :
1983 x71=08 , x3=02 , z; =26

Utilicemos ahora el método de Zimmermann. Hagamos:
19.84 w =1 para el valor del extremo inferior de z, ,
19.85 w = 1,6 para el valor del extremo superior de z,

Introduzcamos las funciones de pertenencia:
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2x,+1 .

Z,=




332 GESTION PARA EL TRATAMIENTO DE LA INCERTIDUMBRE

19.87 Illg(Zg) =0 y Zy < 1.6
2X;+1-1.6
T 26-16
=2, — 0.6 , 1.6<2z, <26
=1 , 2.6<1,
FIGURA 19.2
A
w
.4
t=2
2.04———— :
]
1.5
1 wr
1.04— - A
ﬁ |
] !
| !
] |
5 |
| o | °
- ™~
J [} l IL
i 5 g
|
T T LI L T T T T 1 :
0 5 1 x,
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Escribamos también:
19.88 w(zy) =w-—1
19.89  pa(z2) =2x,—-06
De donde se obtiene el programa lineal

MAX A
ASw-—1
A<2x, — 0.6
w—-5x, <0
w+ 5x; <4 , A,w,x; 20

19.90

333

Se han suprimido las condiciones w — 4x; < 2y x; < 1 que ahora

resultan inttiles,
Escribamos ahora:

MAX A
A—w < -1
A—2x, €06
19.91 w—5x, <0
<4

w + 5x, , A,w,x; 20

Con objeto de obtener cantidades no negativas en los segundos miem-

bros de (19.91) se hace:
19.92 A=) -2
y el programa se convierte en el siguiente:

19.93 MAX X
(D N-wgl1
2 N- 2 <1
B) w-5x, <0
(4) w+5x, <4
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La condicién X' > 2 resulta aqur inutil,
Veamos la solucion répida de (19.93) mediante una tabla del simplex.

19.94
segundo
W by X1 up uy us ug miembro Test
m | -1 ® 0 1 1 -
(2) 0 1 -2 1 1.4
(3) 1 0 -$ 1 - 0
4) 1 \O_ S I | 4
1 Y
t
19.95
el T Ta Tw T w ] w]mel.
(1) —1 1 0 0 1
a | O 2 1 0.4 -
(3) 1 -5 0 1 0
(4) ! S 0 1 4
o1 | Y
+1
1
19.96
W N X1 uy uy u3 ug se.gundo Test
miembro
1) 1 -2 0 1 1.4
2 1 ) -1 1 0.4
(3 -3 1 -1 1 -0.4
(4 ©) 1| 1 3.6 -
-2 1 DY
+14
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19.97
w N X g uy uz uz ug se_gundo Test

miembro

(1) 1 0.2856 0.7144 0.2856 2.4284
@ |1 ~0.7144 0.7144 0.2856 1.4284
&) 1.4284 | —1.4284 1 0.4284 1.1426
@ 1 0.1428 | -0.1428 0.1428 0.5142

0.2856 0.7144 0.2856 by
+2.4284
RIN

Se obtiene, pues:

x;=0.5142 , x3=04858 , )\ =2.4284 es decir,
19.98 A =0.4284

1=14284 | 27=20284

La Figura 19,3 ilustra este resultado.

Resulta evidente que si se calcularan de la misma manera las estrate-
gias Optimas de A y el valor del juego de B cuando éste adopta el inico
criterio minmax y/o otros criterios, el valor del juego para A y para B es
en general distinto, Esto no puede extrafiar ya que los criterios maxmin
y minmax que proporcionan el punto de equilibrio han sido falseados por
otros criterios,

El procedimiento que acabamos de utilizar puede ser generalizado sin
dificultad a cualquier juego rectangular convirtiendo en positivo el valor
del juego (lo que siempre resulta posible afiadiendo un mismo niimero
suficientemente grande en todas las casillas), Tampoco se halla limitado
el nimero de criterios suplementarios.

Un supuesto interesante, que se deriva del que acabamos de tratar co-
mo ejemplo, es aquel en que B adopta uno (o varios) criterios suplemen-
tarios y busca su estrategia Optima multicriterio mediante la borrosidad;
cuando A conoce los criterios de B, tiene en cuenta el nuevo juego obte-
nido y le adapta su (o sus) criterio complementario ademds del de
maxmin, Todo esto puede realizarse en una sola vez o en varias de mane-
ra secuencial, por ejemplo. Por otra parte, podemos realizar el tratamien-
to de juegos rectangulares con informaciones parciales del comporta-
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[}
w
1 *
=2
2 o
] |
ﬂ |
4 | !
15 | z?:Juzaa
wy=1
! +— — -
— . I
. |
i i [
] |
. v|
.5 | 3
] ol 5, <
=g
- n "| L
o~
31 9 N
] I |
| -
I T T T T T T T T T T T -
0 0.5 1 x,
FIGURA 19.3

miento del adversario; pueden imaginarse numerosas reglas en las que
se considera la borrosidad.

Acabamos de poner de manifiesto mediante algunos ejemplos como se
aplican los conceptos borrosos de distinta manera a los juegos rectangula-
res. Pueden considerarse también otras aplicaciones en las que se introdu-
ce el 4mbito borroso a juegos con mis de dos personas, a juegos con va-
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riables continuas, a juegos secuenciales, etc... La actividad investigadora
actual es muy intensa, De manera concreta, se pueden citar los trabajos
de precursor de BUTNARIU (1).

JUEGO RECTANGULAR CONTRA LA NATURALEZA

Vamos a presentar un ejemplo de juego rectangular contra la natura-
leza en donde se consideran varios criterios.

Supongamos un juego rectangular de A contra B en donde B es la
naturaleza y A una persona con capacidad de decision. A elige en las filas
i=1,2,.., my la naturaleza puede tomar un estado j dado por las co-
lumnas j =1, 2, ..., n. Las casillas del juego rectangular comprenden valo-
resa; €R,i=1,2,,.,m,j=1,2,..,n Se designa mediante x;, i =1, 2,
..., m una ponderacion convexa, es decir:

m
19.99 Zx=1

=1

que A puede elegir libremente. Se designa por w el valor del juego.
Supongamos que A, ademds del criterio:

19.100 MAX z=w
adopta otros, tales como:

m
MAX z=2Z ¢ % , cp€R, i=1,2,..,m
i=1

m
MAX z=Z ¢y%Xi , ¢2€R, i=12,..,m
i=1

19.101

m
MAX z=2 ¢, % , ¢r€R, i=1,2,...,m
i=1

Esto nos conduce al siguiente programa multicriterio:
(1) BUTNARIU, D.: Fuzzy games: a description of the concept, Fuzzy Sets and

Syst. Vol. 1, n,° 3 (1978) y la continuacién: Two-persons fuzzy games, n-per-
sons fuzzy games, en los nimeros siguientes,
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19,102 MAXz=w (1)

m
MAXZl =2 Ci1 X
i=1

m
MAXz, = 2 ¢;3 x4
i=1
19.103
m
MAX YA > Cir Xj
=1
m . L
19.104 Zoaixp2w, j=12,..,1
i=1
m
19.105 z x=1 , x=20 , 1=1,2,..,m
i=1

El caso en el que A fuera un jugador que minimizara en lugar de maxi-
mizar, darfa lugar al programa lineal siguiente:

19,106 MINz=w

m
MIN Zy = z Ci1 Xj
=1
m
MIN z, = z Ciz Xj
. =1

19107 . . . . ...

m
MIN Z, = z Cir X
=1

m
19,108 X% ajj Xi<W s j=1,2,...,n

i=1

19100 £ x =1 , %20 , i=1,2,..m

i=1

(1)Si w no fuera no negativo, se modificaria el juego para que w == 0, Para ello
bastaria con afiadir una misma cantidad en todas las casillas, Las estrategias
continfian invariables con esta modificacién, como ya ha sido sefialado.
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Se ha podido observar, anteriormente, cOmo se tratan los problemas
de este tipo a partir de conceptos borrosos empleando el método de
Zimmermann. Yamos a plantearnos la pregunta de si este tipo de proble-
mas existen en la estrategia econémica y mas generalmente en las ciencias
humanas. La respuesta es evidentemente positiva e incluso podemos afir-
mar que surgen con cierta frecuencia. Se puede imaginar, por ejemplo, un
problema de stocks en donde se plantea la optimizacién del beneficio y
también otros criterios como la presentacién de una gama concreta de
productos, la venta preferencial de otros, etc. El método de Zimmermann
adaptado al supuesto de juegos rectangulares permite el tratamiento de
casi la totalidad de los modelos, sean o no lineales, a costa, en ciertas oca-
siones, de dificultades de cdlculo debidas al nimero de variables, de con-
diciones y de criterios. Sin embargo, las posibilidades actuales de los me-
dios de tratamiento de la informacion permiten resolver estos problemas,
a pesar de su dimension.

EL SUPUESTO DE COMERCIALIZACION EN UN NUEVO MERCADO

Una empresa fabrica y comercializa tres tipos de equipos M;, My y M,
para un mercado nuevo, El cuadro (19.110) indica los beneficios unita-
rios expresados en unidades monetarias del pai's de la empresa en cues-
tién, Si esta empresa fabrica M; y si los clientes demandan M, , habrd que
modificar M, para transformarlo en M, y el beneficio desciende a 40, y
asf sucesivamente, La lectura de este cuadro es sencilla y constituye un
ejemplo de juego contra la naturaleza.

Se obtiene finalmente:

DEMANDA

My M; M,

M, 100 | 40 80 X,

19.110 FABRICACION M, | 50 | 90 | 60 X,

M3 20 | 40 70 X3
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El primer criterio de la empresa es el de Wald (maxmin) (1).

A simple vista se puede observar que este juego rectangular no posee
un punto de equilibrio (punto de silla), Por otra parte, habida cuenta que
la fila (1) domina la fila (3), ésta puede ser eliminada (no se fabricara M;)
y el juego (19.110) se convierte en:

DEMANDA

My M2 M,

M, {100 | 40 | 80 | x,
19.111 FABRICACION

M, | 50 | 90 | 60 | X,

Por otra parte, resulta que M, es un producto de promocion y presen-
ta un interés a largo plazo en relaciéon a M, , y se desea considerar este as-
pecto, Asr se afectard a M; de un peso de 0.8 y a M, un peso de 0.2.

Si x; y x, representan las proporciones en que serdn fabricadas M, y
M,, el segundo criterio serd expresado por la funcion 0.8 x; +0.2x, a
maximizar o, lo que es lo mismo, 4 x; + X, maximo.

Es posible entonces presentar este problema bajo la forma de un pro-
grama lineal, Se intenta obtener la estrategia 6ptima y el valor del juego:

19,112 MAXz=w

19.113 MAX z' = 4x; +x,

19.114 100x; + 50%, = w

19.115 40x, + 90x, > w

19.116 80x, +60x, = w

19.117 Xy +Xq =1 X) ,X, 20

Habida cuenta que este programa sélo contiene 3 variables w, x; y x,

(1) En este problema se intenta conseguir un beneficio que sea al menos igual al va-
lor del juego. Si este primer criterio fuera, por ejemplo, un coste, el criterio de
Wald (que se estd considerando aqui) consistiria en la obtencién de un minmax
en lugar de un maxmin,
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y que, por otra parte X, = 1 — X, queda reducido a 2 variablesw y x; ;
con lo que se puede utilizar el método gréfico (Figura 19.4). Se escribe
primero:

19,118 MAXz=w
19,119 MAXz =3x; +1
19.120 w— 50x; €50
19.121 w+ 50x; <90
19.122 w— 20x; <60
19.123 x; <1 , w,xXx; =20
A FIGURA 19.4
w
100 L4
904 il
i ()
80 - (2)
i (3)
(4) !
704 __ X~ ____ _|
60
50~ — -
J/ :
40 - R
o™
_/ "
. ~N
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Si se observa la Figura 19,4, se obtiene:
1) Para el criterio z:

Xy =3/7=0428
X3 =4/7= 0.571

19024 v _ 480/7=68.57

2) Para el criterio 2’
1 s x: =0

MAXz' =4

*_.
19.125 *1 <

Ahora hagamos:
19.126 w =30 como extremo inferior de z
19,127 w'=2.5 como extremo inferior de z’

Introduzcamos la funcioén de pertenencia:

19.128 u(z) =0 , z<30
w — 30 :
— . 30<z<480j7
270/7
=1 ,  z>480/7
19129 u(z) =0 , Z<25
=2%; 1 , 25<7'<4
=1 , 2'>4
Es decir:
19.130  u(2) w30
. z) =
# 270/7

19.131 u(z) =2x; —1

y pasemos al programa lineal representado en la Figura 19.5.
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19.132

19.133

19.134

19.135

100

(4)

FIGURA 19.5

MAX X

w — 30
< —
270/7

)\<2X1 -1

w+ 50x; <90 A,x ,w=20
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Se observa en la Figura 19.5 que las condiciones (1) y (3), es decir
w — 50x, <50y w — 20x, < 60 ya no intervienen, Escribamos ahora
de (19.132) a (19.135) de manera distinta:

19.136 MAX A

19.137 270\ - Tw< -210

19.138 A 2% € -1

19.139 w + 50x; < 90 A, w,x1 >0

Para que los segundos miembros de (19.133) y (19.134) sean positi-
vos, se hard:

19.140 A=A -2

De lo que se deduce:

19.141  MAX Y

19.142 270\ — 7w < 330

19.143 N—2x; <1

19.144 w + 50x; <90 , N,w,x; 20

La condicién A’ > 2 resulta aqui superflua,
Calculemos la solucién 6ptima de este programa por el método sim-
plex mediante los cuadros siguientes:

19.145
' segundo
W N 1 4 2 U3 miembro Test
(1) -7 270 0 1 330
@] o O | = 1 1 -
3 1 0 50 1 90
_1 -\
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19.146
W A X u u u segundo Test
A3 1 2 3 miembro
W | -7 1 ~270 60 “«
) 0 1 2 1 1
3) 1 50 0 1 90
) _1 Y
+1
t
19.147
, segundo
W A X1 uy Uz u3 miembro Test
7 1 1 I
m|-—— 1 - 7 9
540 540 2 9
14 2 1t
@j-— 1 — 0 o
540 540 9
890 50 760
® | —— Pl B ! Py <
540 540 9
14 2 X
0 20 +11/9
1
19.148
W N . " " u segundo Test
1 1 2 3 miembro
1 270 7 69
§)] 1 T 20
890 890 890 89
2 540 | 14 227
(2) 1 — | | oa
890 890 890 89
50 13500 | 540 4560
(3) 1 - -
890 890 890 89
2 | 350 | 14 X
890 | 890 | 890 +1227/89

FIN
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[[n]

227 o ,
= -é; = 255056 esdecirA =N —2=0,55056

5 69 5 5 4560
X = —=0.77528 , X3 = 022472, w" = —— = 51.23595
89 89

Como se observa en la Figura 19.6 la estrategia Optima x'lj = 0.775,
xg = 0.224, w" = 51.235 se sitia en un punto P entre M y N en donde
M es el punto que proporciona la estrategia Optima para el criterio de
Wald y N que es el punto (en realidad todo el segmento de recta que va
de N al eje 0x;) que proporciona la estrategia 6ptima para la promocion
del producto M; tomado aisladamente,

b w FIGURA 19.6
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\

J
1
4
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El método utilizado para asociar los criterios lineales al criterio de
Wald puede ser empleado, después de la correspondiente adaptacidén, a
los criterios de Hurwicz o de Savage y eventualmente a otros criterios.

En cuanto a los juegos contra la naturaleza con beneficios borrosos,
pueden ser tratados como aquellos en que el adversario es inteligente.
El elemento decisorio puede ser maximizador o minimizador segin el
caso.

El supuesto mds general, tanto para los juegos con dos adversarios
como para los juegos contra la naturaleza, hace referencia a los juegos
en los que los pagos son borrosos y en donde se afiaden varios criterios.
En estos juegos, el jugador que maximiza toma los extremos inferiores,
el que minimiza los superiores y se afiade a MAX z (respectivamente
MIN z) los criterios considerados, El caso se reduce a los tratados en
este caprtulo, ‘

Se observa que la teorfa de juegos contra la naturaleza constituye una
manera parecida de abordar los problemas en los que el comportamiento
de la naturaleza no es conocido en términos de probabilidad, de la utili-
zada en la teoria de los subconjuntos borrosos; y ello utilizando el max-
min (respectivamente minmax); sin embargo, una estrategia mixta de un
juego de estrategia no es una funcién de pertenencia bajo la forma mas
general sino un caso particular. Si no se establece, en un juego repetitivo,
la condicién de que la suma de los pesos sea igual a 1, seria necesario ha-
cerlo de todas maneras mas tarde, ya que si existe repeticion y suficientes
repeticiones, es perfectamente légico adoptar la ley de ponderacion como
una ley de probabilidad y de ahf, la esperanza matematica como la ganan-
cia esperada.

Evidentemente, la justificacion légica de un determinado comporta-
miento depende de la naturaleza del juego considerado, es decir del mo-
delo que define las reglas, a veces sencillas, a veces muy complicadas,
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Teoria de colas y pseudo-
probabilidades borrosas

INTERVALOS DE CONFIANZA DE PROBABILIDAD

No vamos a recordar ahora las bases de la teoria de colas; para quienes
deseen refrescar la memoria pueden recurrir a textos especificos sobre la
materia (1),

Supongamos que, en un fendmeno de colas, existe una sola estacion y
el tipo medio de llegadas X no es conocido con certeza por lo que viene
dado a través de un intervalo de confianza,

20.1 A={[Ar, 7]

En lo que se refiere al servicio el tipo medio de este servicio tampoco
es conocido con exactitud, por lo que viene dado a través de:

20.2 w=1yu, m2l

Se considera, en este caso, el funcionamiento del sistema de colas en
régimen permanente,
En teoria de colas la cantidad y:

A

20,3 Y=

u

(1) Véase por ejemplo: KAUFMANN, A, y CRUON, R.: Les phénoménes d’attente,

Ed, Dunod, Paris, O bien KAUFMANN, A,: Métodos y modelos de la investiga-
cidén de operaciones, Ed, CECSA.,
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se denomina “intensidad de trdfico” y juega un importante papel.
Bajo el supuesto de que A y u son conocidas, cada una de ellas por un
intervalo de confianza, sucederd lo mismo para {:

A LA
20.4 ¢/=[¢/1,¢/2]=[—1_i=[>\1/ o, A/ ]
[y, M2l

en donde A, < w;,ya que en caso contrario fa cola podria no acabarse.
Con esta hipOtesis resulta:

20.5 o<y <l

La teorfa de colas es una teoria probabilistica, En el supuesto en que
las llegadas sigan la ley de Poisson y los intervalos de servicio la ley expo-
nencial se demuestra ficilmente que la probabilidad de n unidades en el
sistema es:

20.6 pn=y¢"(1-y)

n

n+1

Esta ley no es monotona y posee un maximo para =

Por el contrario, la ley:

20,7 pr(N<n)

I

k(o9
k=0

1l

(1—y) T y*
k=0

1— lJII'H-I

-» T

1 — ll/n+l

es una ley monoétona,

Asimismo lo es, evidentemente, la ley complementaria

20,8  pr(N>n)=y™!
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Como se ha sefialado no debe considerarse como probabilidad a un
intervalo de confianza de probabilidades, ya que no posee las propiedades
de las probabilidades, en particular la propiedad fundamental de que la
suma de todas las probabilidades de los casos posibles sea igual a la uni-
dad. Se les denomina, por ello, pseudo-probabilidades y se les designara
por II en lugar de p. No podremos hacer intervenir los intervalos de con-
fianza més que en el caso de funciones monétonas como (20.7) y (20.8).
Se escribe:

209 10, (n) =y

1

20.10 [, (n) = yo*!
20.11 (Y2 >y =11, > 1)
y se podra hacer:

2012 [Fy (n), 0, ()] = [¥, 90
con:

003 [yr ] = —oe el I/ My Af My ]
g 1 Y21 - 1 2,02 1
['u'l 3 ’u'2]
A<y
Con objeto de evitar cualquier ambigiiedad con la teoria de probabili-
dades, se puede llamar a las cantidades Il “indicadores de confianza”,
Asi, el indicador de confianza

20.14 I (n)={[I; (n), Iz (n)]

para que haya mds de n unidades en el sistema serd, paran =15y
20,15 A =28 , A =31 , =41, pu,=43
20.16 [y, ¥2]=[2.8/4.3,3.1/4.11=10.651,0.756]
2017 [, (5), 1, (5)] =¥}, v5]1=1[0076,0.186]

Lo que significa que el indicador de confianza que haya mas de 5 uni-
dades en el sistema se halla situado entre 0.076 y 0.186.
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A tftulo indicativo se presenta, en la figura 20.1, los intervalos de con-
fianza en funcién de n.

T,

7

1l‘h]““3—‘-.—__.
T y —

OJ

FIGURA 20.1

El principio que vamos a utilizar serd el siguiente: toda férmula rela-
tiva a las colas que sea mon&tona (creciente o decreciente) en relacién al
pardmetro considerado, podrd ser expresada por un intervalo de con-
fianza,

De esta manera, siempre en el supuesto de una cola Gnica, llegada
poissoniana, servicio exponencial, el nimero medio de unidades en el
sistema viene dado por:

- v
20.18 n= 2 np(n)=—
n=0 1- \l/

en donde p (n) es la probabilidad que existan n unidades en la cola; p (n)
no es monétona en relacién a ¥ sin embargo n es mondtona en relacién
a Y, Se escribird entonces:

2019 [0y, 0] = L4 %]

R R 2

Si se toman por ejemplo los datos (20.15), se tiene:
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- 0.651 0.756
2020 [n; , m]= , =[1.865 , 3.098]
1 —0.651 1 —0.756

De esta manera, este nimero medio puede variar entre 2 y 3 (se elimi-
nan las partes fraccionarias que no son significativas en este-caso),

El nimero dado en (20.18) corresponde al nimero medio de unidades
en el sistemna, para el niimero de unidades en espera (no se tiene en cuen-
ta la unidad que estd siendo servida); se tiene:

lp2
-y

2021 v=

Se trata de una funci6én moné6tona, Con los datos (20.15):

- 0.6512 0.756%
20.22 [Vl s V2] = [ s
1 -0.651 1 -0.756

]=[1,214,2.342‘|

La cola se compone de | a 2 unidades aproximadamente.

LOS RESULTADOS EN EL SUPUESTO DE MONOTONIA
Otros resultados proporcionan también férmulas caracterizadas por la

monotonia,
El tiempo medio de espera en la cola es:

2023 T =

> | =i

y el tiempo medio de espera en el sistema:

2024 t. =

£

> | =1

de donde se deduce que:

3 _ B 1 d/f 412 ]
2025 [ty ,tg]= Maond Loy, 71—y,
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=[ vi Vi ]
A (1 —Yy) ’ M —¥2)

Verifiquemos la monotonia.
Continuard cumpliéndose que:

20.26 A S\,

y por lo tanto:

1 1
20.27 — < —
A, Ay
por otra parte:
yi 2
20.28 L
1 -y, 1 -4y,
por lo que:
2 2
1 1

Ay 1= M1 -y,

Para el tiempo de espera en el sistema se tiene:

2030 (3, .7, ]

- 1 wl lp2]
27 A, Nl 1-¢,  1-4,

=[ Vi V2 ]
N =y T N0 =)

Verifiquemos la monotonfa.
Se tiene, por hipdtesis:

20.31 V1 S ¥,
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20.32 L=y, 21—y,
20.33 AN &
1 -y, 1 -y,

de donde se deduce, teniendo en cuenta (20.27):

1 v 1 ¥
2034 — +—m— < — 2
A 11—y, Az 1 -y

Volvamos a considerar los valores numéricos de (20.15):

N 2.8
2035 Y, = — =—— =0.651
Mo 43
A, 3.1
2036 Y, =— =—— =0.756
Uy 4.1
2 2
2037~ 1o , V2 _)3m
20.38 1 -y, 1 -y,
20.39
2040 S =032 , — =0.357
2 1
20.41
50.42 P ses Y 300
1 —y, 1 -y,

2043 [T ;T ] =[0322X 1214 , 0357X 2.342]
= [0.391 , 0.836]

2044 [T, , T, ] =[0.322X 1865 , 0.357X3.098]

1

= [0.601 , 1.106]

355

Hay que observar que, contrariamente con lo que sucede con los datos
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no borrosos, la diferencia entre (20.44) y (20.43) no proporciona la dura-
cién del servicio, es decir 1/u
2045 [T, T O )=

I PR Y _I_.L]

B A2 l—¢1’7\1 1 -y,

(_)[1 Vi LV ]

- —

VRN (PST/PED VAR (1

U TUN R 7 B L.J_f_]
YRR [P/ 7 VRN [/ N L=y,

, M1 = g2 = @ yV¥i =y, =1seobtiene:

2046 t —t; =

=~

Este fen6émeno es perfectamente conocido tanto en la teorfa de los
intervalos de confianza como en el dmbito borroso.
2047  ([a1 ,a2] (=) [by, b2 ]) () [by , b2]
=fa; —b; +b; , a2 - by +b2] # [a;,2;]

No se cumple tampoco la propiedad (20.46) con la diferencia de Min-

kowski:
20.48 [tsl -,tsz] (;) [tfl , tfz]
B (L 20N R Z G S 2SN SO
LV IR/ P [E/THAR YD ISR 7S VR [E/
1 1
#l— , —
Mo My

Se tiene entonces, suponiendo que la duracién media de servicio es d:
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20.49 [d°1 , do 1 =10 [ 1, p2l

2

1 1

- TPEY

Al mismo tiempo se tendrd, si dg designa la duracién media entre dos lle-
gadas:

1 1

20.50 [dEl , de 1 v
1

2_)\2

Como ha podido observarse se pueden hacer intervenir datos inciertos
en la teorfa de colas tal como ha sido seiialado, siempre en el supuesto de
preservar la monotonfa.

Todo cuanto, sin dificultad, hemos realizado con los intervalos de con-
fianza, podemos hacerlo con los nimeros borrosos triangulares con la
aproximacién:

1 1 1
20.51  1() (a,ap,a3) = <—" » T _)
as az a3

También se podria actuar con cualesquiera datos borrosos operando
nivel por nivel,

EL SUPUESTO DE VARIAS ESTACIONES IDENTICAS
Y ENPARALELO

Vamos a estudiar ahora el supuesto de varias estaciones consideradas
como idénticas y en paralelo,

Supongamos que el nimero de estaciones que prestan servicios es s,
Si las s estaciones no se hallan ocupadas cuando se presenta una unidad,
esta unidad queda servida de manera inmediata; por el contrario si to-
das las s estaciones se hallan ocupadas, la unidad debe esperar y se forma-
rd una cola,

Llamemos n al nimero de unidades que existen en el sistema;sin <s
las unidades no deben esperar y si n > s existe una cola de n — sunidades,

En el supuesto formal, el estudio es sensiblemente més dificil que en
el caso anterior, pero este estudio ha sido realizado desde hace ya mucho
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tiempo y es sobradamente conocido. Volveremos a encontrar las mismas
dificultades y vamos a sefialar lo que es susceptible de descripcién en el
caso en que los datos de entrada y de servicio son inciertos y inicamente
conocidos bajo forma de intervalos de confianza. Evidentemente s es un
dato formal, se trata de una decisi6én o hipGtesis bdsica sobre la estructura
del sistema,

Recordemos las condiciones y especificaciones de la teorfa probabilfs-
tica de una cola con varias estaciones. Cuando una estacién queda libre el
primer cliente de la cola serd servido por esta estacion; no existe preferen-
cia alguna de un cliente para una estacidn, Todas las estaciones tienen un
mismo tipo medio de servicio u y laley de servicio es exponencial. Las
llegadas siguen la ley de Poisson (intervalos de llegada segin la ley expo-
nencial) en la que el tipo medio es A, Se designa por:

s al nimero de estaciones

v al nimero de unidades en la cola

n al nimero total de unidades en el sistema, es decir en la
cola y en las estaciones, por lo tanton=j + v

j al nimero de clientes que estdn sirviendo en las
estaciones (0 <j <)

P al nimero de estaciones inocupadas

n,v,j,p alas esperanzas matemdticas de n, p, j, p
t al tiempo medio de espera en la cola antes de que se

produzca el servicio

Existe una tnica cola y los clientes se dirigen inmediatamente hacia
aquella estacidn que queda libre,

Mientras se cumpla que j <'s, es decir cuando no todas las estaciones
se hallan ocupadas, no existen colas y cada unidad que llega es servida de
inmediato (v = 0). Por el contrario, si j = s, puede formarse una colay
entonces y =0, °

De nuevo nos colocamos en el supuesto de funcionamiento del siste-
ma en régimen permanente,

Se escribird

20.52 g
' Nz

Esta magnitud se liamard “intensidad de trdfico por estacién”. Se estable-
ce que debe cumplirse:
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A A
<1 ,esdecir —<s
Sy I

20.53

ya que en caso contrario la cola llegarfa a ser infinita.

La probabilidad p, de que existan n unidades en el sistema (es decir
n clientes que estdn, o bien siendo servidos o en la cola) viene dada por:

wn
20,54 Pn =Po , 1<n<s
n!
wn
= Po oo s n=s
en donde
. 1
20.55 po = m PEENERNE =
——'—-——-—+I+T+;+; +...+——l)'
! ! s— 1)
s! l—%) (
o también:
¥
20.56  pn = P ) 1<n<s
=lp- Pn-1 , n=s
s

Esta ley de probabilidad no es mon6tona. Por el contrario:

2057 pr(N<n)= T pyg

0

L

y
20.58 pr(N>n)= 2 pyg
k=n
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son leyes acumuladas mon6tonas. En este caso se pueden sustituir las
probabilidades por indicadores de confianza IT (n):

20,59 M(n)=[M; (n) , M, (n)]
=[pry N>n) , pr, (N>n)]

en donde I1; (n) se refiere a Yy y 1, (n) a Y, con:

[Rl s R2]

2060 Y= [y , ¥2] =
[ &1, M,]

=[7\1/ U2 , A2/ gl o, A2/ uy <s

El cdlculo de I1; (n) y 1, (n) se realizard, pues, de la siguiente manera:

n
20.61 I (n) = II, (0)-llj—'l R 1€<n<s
n.
Y1
= 11, (0) R , n=s
20.62 M, (0) :
. 1 =
AR 2O £ 1 yi
— bt — =+ .+
o (l_ﬁ) 120 3 (s—1)!
) s
¥
20.63 I, (n) = 11, (0)—' , 1€<n<s
n:
V2
= I, (0) o s , n=s
1
20.64 11, (0) = s 2 3 s-1
! +1+£’—+b+ﬂ+...+—2
21 3 (s — 1)
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v o]
20,65 M (n)= X 0, (k)
k=n
v o]
2066 M,(n)= Z I,(k)
k=n

Se puede tomar también para I1; (n) y Il, (n):

n
20.67 1l (n) = II, (0)-‘{/:— , 1<n<s
n!
vi
= II (0)5! s , n=s
V2
20.68 1 (n) = I, (0) —— , 1<n<s
n!
A
= II, (0) s n=s

Las férmulas (20.61) a (20.68) pueden adoptar una forma simplifica-
da, si se considera el supuesto de una posible espera de una duracion cual-
quiera, Se escribe:

S

. o0 V1
2069 IH;(s) =X Hy(n)=—F—" * 11, (0)
l i s! (1 —"%) l
¥

oo
2070 My (s) =X M, (n) =
n=s§

Como puede observarse los célculos resultan de una cierta complica-
ciébn aunque no representan demasiado para los ordenadores.

La monoton{a va a aparecer de nuevo para ¥ y n:
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S+1

2071 =% (n—sT1l == L, (0)
1 n=s+l( )11, (n) L <1_£1_>2 1
S
11}3+1
2072 T= T (n-s)I, (n)= : — 1, (0)
festl s -s! <1 71&2—)
S

De donde:

073 [5 5] = §°1 (n -9 [ (0) , M, ()]

n=s+

S+1 s+1
l—‘”———— LR
s -s!

" (1 w_f_}_>2 H1(0),S.S!<l% )2

El cdlculo de [n;, n,] no permite obtener una férmula como la
(20.73) va que es necesario realizar un cdlculo haciendo:

20.74 [n; ,n,]= l Znll;(n), £ nll; (n)
n=0 n=0

Para [p; , p; ] resulta mis simple:
— —_ 5 S
2075 [y ) 72l = [ P s-mi(m, £ ()l ()
_n=0 n=0
=[s—¥2 , s—¥i]

Encuantoa[jy ,j2], se tiene:

20,76 [§1 ,j2]1=[n — v2 ,np — 1]

Las medias se hallan ligadas entre sf de la siguiente manera:
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2077 [y, mp]=[vy, 2] (F) s (=) [p1 , p2]
=W, ] (MW, ]

Para obtener el tiempo medio de espera en la cola se recuerda que

—- 7
ty =3 por lo que se tendri:

>

P
A1, A2] A, Ay

20.78 [?fl T,

2

en donde »; y v, se obtendrdn a partir de (20.73).

El tiempo medio de espera en el sistema se obtendra de manera similar
pero sensiblemente més complicado aunque siempre monétono.

Es posible calcular muchas otras magnitudes utiles a través de los in-
tervalos de confianza si se verifica la monotonia,

Evidentemente, las consideraciones que hemos desarrollado para el su-
puesto de una sola estacion se aplican, sin problema, a los nimeros borro-
sos triangulares y, de manera mds general, a los niimeros borrosos nivel
por nivel.

EL PROBLEMA DE VARIAS ESTACIONES Y NUMERO LIMITADO
DE CLIENTES

Vamos a exponer un ejemplo recordando que el método de extension
a la incertidumbre que acabamos de presentar es aplicable a todas las
formulas en las que existe monotonia, El caso que veremos a continua-
cion hace referencia a varias estaciones y a un nimero limitado de clien-
tes (siempre en régimen permanente).

Se considera el supuesto concreto de m equipos (clientes) y s meca-
nicos para su entretenimiento (estaciones), con la hipotesis s < m. Se des-
cribird el fendmeno de espera de la siguiente manera: si 1 < n < s existen
s — n mecénicos que se hallan inocupados (n equipos se estan reparando
y ningln equipo se halla a la espera para ser reparado); si s < n < m, exis-
ten s equipos que se estdn reparando y n — s que se hallan a la espera. Se
admite que < s para evitar un fendmeno de congestion, en donde
¥ =Mu
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Se supone, en todo caso, que las leyes de averfa y las de la duracién de
la reparacion siguen la ley de Poisson (los intervalos siguen la ley expo-
nencial). Se tiene:

m!
2079 0<n<s , p, =CJ' y" po endonde C' =———
(m—n)! n!
n!
s<n<m pp= Cot - Y™ *po
s 7S

en donde, evidentemente:

20.80 pn = 1

n=0

Se obtiene po de (20.79) v (20.80).
Resulta mis simple utilizar un método de recurrencia. Se escribe:

Pn
Po

20.81 a9 =

Se calcula a, de n =0an =s — 1 con la ayuda de la fé6rmula:

m-—n+1
20.82 a, =———— Y a, ; endondeag =1
n

Se calculaa, de n = s a n = m con la férmula:

m-—n-+1
2083 ay =——m ¢ a,
s

La ley p, no es mon6tona y las a;, tampoco. Pero las leyes acumuladas
que se obtienen a partir de p, o de a,, son monétonas, por lo que es posi-
ble escribir:

2084 [7 ,32]=[ 2 (n—91, (n), §l(n—s)n2(n)]
1 n=s+

n=s+
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en donde I1,(n) corresponde a la ley p,, con Y, y II,(n) a esta ley con

V2.

De la misma manera se puede decir que:
— R S S
2085 [y ) ] = [ P -m (), 2 (-, (n)]
n=0 n=0

ya que para p la monotonfa tiene lugar en sentido inverso,
También se tiene que:

20.86 [y ,n,] = s() 1 |, 221(-) [p1 | pa]

lo que permite calcular [0, , 0, ].
El tiempo medio de espera para el equipo es:

vy , 2]

A1, A2][m—n; ,m—n]

2087 [, T,] =

Vamos a desarrollar un ejemplo numérico:
2088 m=20 , s=3 , ¢y; =01, ¥,=02

Se van a utilizar (20.82) y (20.83).

1) Con ¥, =0.1
-0 =1
20—-0
a; = X01X1=2
20 -1
a = X01X2=1,9
2
20— 2
a; = 3 X01X19=1.14
20—3

a3 = 3 X 0.1 X 1.14 = 0,646
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20— 4
20.89 as; = 3 X 0.1 X 0.646 = 0.34453
20-5
3 = X 0.1 X 0.34453 = 0.17226
20— 6
ay = 3 X 0.1 X 0.17226 = 0.08039
207

ag X 0.1 X 0.08039 = 0.03483

ag 0.01393 ,a; = 0.00511,a,, =0.00170,
d12 = 0.00051 ,d13 = 0.00013 > & < 0.0001 R
i=14,,,..20
De donde se deduce:

20
20,90 $ a, = 6339

n=1
Y, por tanto,

1
2091 1 (0) = —————— =0.13625
1 +6.3394

y, finalmente:
I1,(1) = 0,27250 , 1,(2)=0.25888 , II,(3)=0.15533 ,
I1,(4) = 0.08802 , I1,(5)=0.04694 , Il,(6)=0.02347 ,

092 M,(7)=0.01095 , I1,(8)=0.00475 , I1,(9)=0.00190 ,
11,(10) = 0,00070, I1,(11) = 0.00023 , I1,(12) = 0.00007 ,
2) Con Y, =0.2
g = 1
20-0

X02X1=4

4
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20.93

20.94

az

a3

aa

as

ag

a7

ag

a9

dro

a1

d12 = 2.09276 , d13 = 1.11614 , d14 = 0.52086 s
ay s = 0.20834 , d16 = 0.06944 , dij7 = 0.01851
a;s = 000370 , aye =0.00049 , aze = 0,00003

"2(0) =

201
2
20 -2
3
20—-3

20-4

20 -5
3
20 -6
3
207
3
20 -8
3
20—-9
3

20-10

20

X02X4=76

X02X76=912

X 0.2X9.12=10.336

X 0,2X 10,336 = 11.02506

X 0.2X 11,02506 = 11.02506

X 0.2 X 11.02506 = 10.29005

X 0,2 X 10.29005 = 891804

X 0.2X 8.91804 = 7,13443

X 0.2X 7.13443 = 523191

X 0.2X 5.23191 =3.48794

ag, = 93.19875

n=q

1+ 9319875

=0.01061

367

(1) =0.04246 , 11,(2) =0.08068 , I,(3)=0.09681,
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M,(4). =0.10972
,(7) =0.10923
2095  I,(10) = 0.05554
,(13)=0.01184
1,(16) = 0,00073
M,(19) =0

Se calcula vy, y v,

20
2096 vy =% (n-3)-
n=4

20
Z (n-3)-

n=4

2097 v,

11,(5) =0.11704
1,(8) =0.09467
1,(11) = 0.03702
1,(14) = 0.00552
1,(17) = 0.00019
11,(20) =0

H,(n) = 0.339

M,(n) = 3.273

2098 [7y, P2] =[0.339 , 3.273]

y también py y p; :

It

2099 p,

n

I

20.100 p;

n

3
2 (3-n)I; (n)=0.197
=0

3
2 3-n) (n)=1213
=0

20.101 [py , p2]=1[0.197 , 1,213]

1,(6) = 0.11704
1,(9) = 0.07573
M,(12) = 0.02221
M,(15) = 0.00221
11,(18) = 0.00003

Como se puede observar, cuando se toma ¥, = 2 {, las desviaciones
se ensanchan mucho para los intervalos de confianza. En la prictica se
puede valuar y de manera mds ajustada, Para obtener ; = 0.1y ¢, =

0.2 se habia tomado:
20102 Ay =2 , =3

lo que proporciona:

’

py =15 , gy =120
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20.103 [y, ¥2] =[N, A10O 0 M, @]
= [2,3]()[15,20]
= [2/20,3/15)=[0.1 , 0.2]

De esta manera el nimero medio de equipos que se hallan a la espera
de la reparacién viene dado por (20.98) y el nimero medio de mecénicos
inactivos viene dado por (20.101).

Se calcula también:

20.104 [y, 1,}=3(+)]0.339,3.273] (-) [0.197 , 1.213]
=[2.126 ,'6.076]

Resultan interesantes en este estudio, los dos coeficientes:

nimero medio de equipos en la cola

20,105 k(D) == =
m nimero total de equipos

nimero medio de mecanicos inactivos

20.106 k)=

v ||

nimero total de mecanicos

En este caso los coeficientes se convertirdn en intervalos de confianza:

I
n | == [0339, 3273
20.107 [k§> , k¢ )] vl | ]

[0.017 , 0.163]

1
20.108 [k?) : k§2)] = 5 10197, 1.213]

[0.065 , 0.404]

El tiempo medio de espera para un equipo ha sido obtenido en(20.87)
pero cuando los datos vienen dados a través de intervalos de confianza:

20.109 m- [n;, , n;] = [20, 20] (0 [2.126 , 6.076]
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= [13.924 , 17.874]

20110 [M,a] s m() [m L m])
= [2,3] - [13.924,17.874] = [27.848 ,53.622]
20111 %, ,%,] = [0339,32731 () [27.848,53.622]

[0.006,0.117}

El aspecto econ6mico de este Gltimo problema resulta muy interesan-
te como consecuencia de su utilidad.

Supongamos que C, es el coste de inmovilizacién de un equipo por
unidad de tiempo y C, el del salario de un mecdnico (se supone que to-
dos tienen el mismo salario y que el parque de equipos es homogéneo).

El coste global de inactividad vendra dado por:

20112 T'()=(C; v+ Cyp) T
Con costes constantes a lo largo del tiempo se toma:

I" (s) _ _
20,113 7(s)=—T =C,v+Cyp

Se pasa ahora a los intervalos de confianza

20,114 [71(s),72()] =€ [71,7:] (HCa [01,02]

_ [ E (o9 ), 3 (s—n)Hz(n)]

n=s+1 n=s+i

® G|Eemm. 2 oo

n=0

Supongamos que el coste por hora de indisponibilidad de un equipo
sea 1,800 unidades monetarias y que el salario por hora de un mecdnico
sea de 60 unidades monetarias. Se tendrd, tomando los datos numéricos
obtenidos en (20.98) v (20.101):

20.115 [ (3), 72 (3)] = 1800 [0.339,3.273]
(+) 60 [0.197,1.213]
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[610,58911 + [11,72]
[622, 59631

Parece evidente que 3 mecédnicos no son suficientes. Pero conviene reali-
zar un cdlculo econémico con s como pardmetro, Se rehardn, pues, los
célculos anteriores no solamente para s = 3 sino para s = 1, 2, 3, ..., 20
mecénicos, Los intervalos de confianza que se obtengan no proporciona-
rdn, en general, un orden total para la obtencién de un coste global m{ni-
mo; se tendrd un orden parcial y se establecerd un criterio (por ejemplo
valor medio de cada intervalo) para obtener un orden total y poder asi
optimizar, A este respecto se pueden adoptar otros muchos criterios.

A pesar de que sdlo hemos presentado tres ejemplos de aplicacion,
todos los modelos de colas son susceptibles de ser estudiados de manera
similar en el 4mbito de la incertidumbre. Es recomendable, finalmente,
pasar de los intervalos de confianza a los nimeros borrosos triangulares
ya que a menudo resulta mds expresivo para aquellos que tienen la obli-
gacién de decidir.
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El presupuesto base
cero borroso

PLANTEAMIENTO DEL METODO P.B.C.

E] objetivo de este caprtulo no consiste en la descripcion del método
“presupuesto base cero’ (P.B.C.) ni en sus aspectos sociol6gicos, ni en
lo que se refiere a la organizacion de la empresa o de sus proyectos, sino
fundamentalmente en la parte matematica de este método actualmente
muy extendido y aplicado sobre todo en U.S.A, (1). Nuestra intencién
es poner de manifiesto que resulta mas realista considerar presupuestos
inciertos expresados a través de nimeros borrosos que presupuestos da-
dos estrictamente en valores concretos, En nuestra época no podemos ser
muy -precisos en las previsiones presupuestarias como consecuencia de
que el entorno econdmico est4 lejos de ser suficientemente estable,

Para explicar el interés de utilizar nimeros borrosos para los presu-
puestos e incluir estos niimeros en el método general, vamos a recordar
los principios cldsicos de este método, a partir de un ejemplo concreto,

En una empresa, se consideran cinco' “centros de decisiéon” es decir
direcciones de departamento que tienen sus propias responsabilidades
presupuestarias y sus respectivos presupuestos de funcionamiento,

Se parte, pues de cinco centros de decision A, B CD y &. Han
sido definidos cuatro presupuestos Ag, A1, A, y A; para A en los que
Ay <A <A, <A; y Ay es el “presupuesto minimo” por debajo del

(1) Para una breve descripcién de este método se puede consultar: KAUFMANN, A,
y GIL ALUJA, J.: “Introduccién de 1a Teor{a de los Subconjuntos Borrosos a la
Gestiéon de las Empresas”, Ed, Mitladoiro 1986. Capitulo 3,
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cual el departamento #& no podrfa funcionar De la misma manera se han
definido para JB tres presupuestos: By < B; < B,; para C se han defi-
nido cuatro presupuestos Co < C; <€, < Cj3; para ‘D se han definido
dos presupuestos Do <Dj;y para & se han definido tres Eo < E; <E,.
Supongamos que todos los presupuestos han sido definidos para un afio
de gestiébn y que los gestores de la empresa se han reunido con los respon-
sables de los departamentos para establecer la distribucién del presupues-
to general, Es evidente que, si un presupuesto X; es superior a un presu-
puesto X; es porque se podrdn realizar mds actividades con X; que con
X;. Este punto debe quedar muy claro,
Resumamos seguidamente los presupuestos de los departamentos:

A Ay <A <A <A;

$B: By <B; <B,
211 C i Cp <€y LC, <G

D: D, <D,

& : Eo <E; <E,

Se establece también que si se elige un presupuesto X;, se descarta
X; < Xj ya que se supone que contiene, en general, todo lo que hay
enX;.

Los responsables de la gestidn van a elegir los presupuestos esta-
bleciendo unas prioridades y examinando todos los presupuestos
para obtener un orden de preferencia. Para definir este orden existirdn
4+3+4+2+3=16 fases,

A titulo de ejemplo y para poner de manifiesto el método P.B.C, va-
mos a suponer que se ha realizado la eleccién de la siguiente manera: se
ha elegido primero By ; el departamento 33 parece, pues, prioritario. Se
elige Dy lo que da By + Dg. Luego se elige Eg lo que da By + Dy + E,.
Luego By, lo que da By + Do + Eo (B, desaparece al ser sustituido por
B,); vy asi sucesivamente, La secuencia de la elecci6n y los presupuestos
acumulados correspondientes serdn:

Eleccién Presupuesto acumulado
1) Bo . Bo
2) Do : BO + Do
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3)  E, : Bo + Do + Eq

4) B, : B, + Do + Eo

5) Ao : Ao +B, + Dy +E,

6) A, : Ay +B, + Do +Eq

7 Co : Ay +B; +Co + Dy +E,
21.2 8) B, : Ay 4B, +Co + Dy +Eq

9) D : A, +B, +Co +D, +E,

10) A, : A, +B, +Co +D, +E,

1y ¢ : A, +B, +C, +D; +E,

12) E, : A, +B, +C; +D, +E,

13) A, : A; +B, +C, +D, +E,

14) ¢, : A3 +B, +C, + D, +E,

15)  E, : Ay +B, +C, +D, +E,

16)  Cs : Ay +B, +C; +D, +E,

Por construcci6n, todo presupuesto acumulado es mas grande que el
que le precede. Sea L el presupuesto global de la empresa. Habrd que de-
teneise cuando el presupuesto acumulado llegue a L y entra dentro de lo
posible que deba cerrarse un departamento si su presupuesto mfnimo no
forma parte del presupuesto global aceptado, menor o igual a L. De esta
manera SiAl +B1 +D0 +Eo <LyA1 +B1 +C0 +D0 +E0>L,
deber4 suprimirse C.

LA INCORPORACION DE NUMEROS BORROSOS TRIANGULARES

El inconveniente de este método, en muchos casos, estd en la previsién
de los presupuestos con valores estrictos, cuando en la realidad se preferi-
ria dar unos “abanicos” (intervalos de confianza) o, lo que es mejor, ni-
meros borrosos, Vamos a continuar este ejemplo con datos inciertos ex-
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presados por niimeros borrosos triangulares (resulta mas c6modo y mas
facil de definir),

Se va a suponer que los nimeros borrosos Ao, Ay, Ay, Aj se hallan
totalmente ordenados, y si no fuera asf, los ordenarfamos a partir de un
criterio de maximizaci6n. Esto es no factible para ciertos problemas, en
cuyo caso modificariamos en consecuencia el método que vamos a pre-
sentar, De la misma manera consideramos totalmente ordenados los
presupuestos borrosos de B, C, Dy &

Establezcamos los nimeros borrosos triangulares en una unidad mone-
taria determinada.

1) Ao = (1500, 1700, 1900)
2) A, = (1650, 1800, 2050)
3) A, = (1800, 1850, 2050)
4) A; = (2000, 2100, 2300)
5) Bo = (1100, 1200, 1200)
6) By, = (1300, 1380, 1470)
7) B, = (1400, 1700, 1820)
21.3 8) Co = (800,850, 950)
9) C; = (900,950, 1100)
10) C, = (1100, 1150, 1300)
11) C3 = (1250, 1400, 1450)
12) D, = (600,750, 900)
13) Dy = (950, 1100, 1200)
14) E, = (630,630, 630)
15) E; = (850,900, 950)
16) E, = (1000, 1100, 1300)

Si suponemos que la seleccidén secuencial es la dada en (21.2) se ob-
tiene:
1) Bo = (1100, 1200, 1200)
2) Bo (+) Do = (1100, 1200, 1200) (+) (600, 750, 900)
= (1700, 1950, 2100)
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3) Bo (+) Do (+) Eo = (1100, 1200, 1200) (+) (600, 750, 900)
(+) (630, 630, 630) = (2330, 2580, 2730)
4) B, (+) Do (+) Eo = (1300, 1380, 1470) (+) (600, 750, 900)
(+) (630, 630, 630) = (2530, 2760, 3000)
5) Ao (+) By (+) Do (+) Eo = (1500, 1700, 1900)
(+) (1300, 1380, 1470) (+) (600, 750, 900)
(+) (630, 630, 630) = (4030, 4460, 4900)
6) Ai (+) By (+) Do (+) Eo = (1650, 1800, 2050)
(+) (1300, 1380, 1470) (+) (600, 750, 900)
(+) (630, 630, 630) = (4180, 4560, 5050)
7) Ar () By (1) Co (+) Do (+) Eo = (1650, 1800, 2050)
(+) (1300, 1380, 1470) (+) (800, 850, 950) (+)
(+) (600, 750, 900) (+) (630, 630, 630)
= (4980, 5410, 6000)
214 8) Ay (+) B2 (1) Co (+) Do (+) Eo = (1650, 1800, 2050)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (800, 850, 950)
(+) (600, 750, 900) (+) (630, 630, 630)
= (5080, 5730, 6350)
9) Ay (+) Bz (+) Co (1) Dy (+) Eo = (1650, 1800, 2050)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (800, 850, 950)
(+) (950, 1100, 1200) (+) (630, 630, 630)
= (5430, 6080, 6650)
10) Ay () B2 (+) Co (+) Dy (+) Eo = (1800, 1850, 2050)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (800, 850, 950)
(+) (950, 1100, 1200) (+) (630, 630, 630)
= (5580, 6130, 6650)
i1) Ay (F) B, (H)Cy (+) Dy (+) Eo = (1800, 1850, 2050)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (900, 950, 1100)
(+) (950, 1100, 1200) (+) (630, 630, 630)
= (5680, 6230, 6800)
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12) A; (+)B; () C1 (1) Dy (+) E; = (1800, 1850, 2050)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (900, 950, 1100)
(+) (950, 1100, 1200) (+) (850, 900, 950)
= (5900, 6500, 7120)

13) As () B, () C1 (1) Dy (+) E; = (2000, 2100, 2300)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (900, 950, 1100)
(+) (950, 1100, 1200) (+) (850, 900, 950)
= (6100, 6750, 7370)

14) As () B, (+) C2 (1) Dy (+) E; = (2000, 2100, 2300)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (1100, 1150, 1300)
(+) (950, 1100, 1200) (+) (850, 900, 950)
= (6300, 6950, 7570)

15) As (1) B, () G2 (1) Dy (+) E, = (2000, 2100, 2300)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (1100, 1150, 1300)
(+) (950, 1100, 1200) (+) (1000, 1100, 1300)
= (6450, 7150, 7920)

16) As (+) B2 (+) C3 (H) Dy (+) E; = (2000, 2100, 2300)
(+) (1400, 1700, 1820) (+) (1250, 1400, 1450)
(+) (950, 1100, 1200) (+) (1000, 1100, 1300)
= (6600, 7400, 3070)

LIMITACION BORROSA AL PRESUPUESTO GLOBAL

Supongamos ahora que se estabiece una funcidén para el umbral cuya
representacion es la de la figura 21,1,

y que viene dada por:

y‘c(x) =1 , x<6600
~ —x + 7500
= | 6600<x <7500
900

=0 , 71500 <x
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FIGURA 21,1

En la figura 21.1 representamos esta funcién umbral (en trazo fuerte)
y los presupuestos acumulados 12), 13), 14), 15) y 16) calculados en
(21.4); resulta indtil introducir los demds, ya que sin duda son aceptados.
Desde el 12) al 16) se han calculado los fndices de aceptacién segin
(10.27). Se han hallado:

Para 12)esdecir A, B, C, D, & : k=1
13)esdecir A; P, C, D, & : k=0.967
21.6 14) esdecir A5 B, C, D, & : k=0.731
15)esdecir #&3 B, C, D, &, : k=0.468
16)esdecir #A; B, C; D, &, : k=0.323

Se puede admitir que k representa un riesgo de sobrepasar la cota fija-
da. 0.967 parece suficientemente préximo a la unidad para que la deci-
si6n recaiga sobre /&5 B, C; D, &,.

En nuestro ejemplo no se ha rechazado ningiin departamento, Eviden-
temente, tomando un umbral mucho maés bajo, podria eliminarse alguno,

Como se ha sefialado anteriormente, en nuestra época sensiblemente
menos generosa en certezas econémicas es preferible aceptar nimeros bo-
rrosos en este tipo de métodos que niimeros ciertos, es decir, precisos,
que de alguna manera falsean las estimaciones,
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Seleccion de personal

UN EJEMPLO SENCILLO DE SELECCION

Los problemas de seleccién de personal han constituido una de
las constantes preocupaciones en la gestion de las empresas, habida
cuenta de la dificultad que existe de formalizar adecuadamente relacio-
nes en las cuales el hombre aparece de una manera fundamental, Ahora
bien, si la teorfa de los subconjuntos borrosos ha conseguido logros
importantes en el campo de la semantica, jpor qué no introducirla en
el dmbito de la seleccion de personal?

Iniciemos esta exposicidon con un ejemplo sencillo pero que a la vez
es muy frecuente e ilustrativo, Se trata de la necesidad que siente una
empresa de contratar una secretaria con un determinado perfil caracte-
rizado por tres cualidades: buena presencia, nimero de pulsaciones en
mecanograffa y capacidad de trabajo:

22.1 C= {x1,%y,Xa}

Como se puede observar una de estas cualidades permite la cuanti-
ficacién, mientras que para las otras dos debe procederse a una valuacién.
Después de las primeras pruebas han quedado seleccionadas 8 candidatas:

22.2 p= {pl:p2:p3;p4;p5;p6)p7)p5}

para cada p; han quedado descritas las tres cualidades de la siguiente
manera:
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o) =[], piep=[9]. Diey=[1], pte,=[1
.3 .2 1 .8
S R ;
223
owsi=[.7]. Dire=[-6]. ote,1=[3]. oten=[s
.9 ;jq ;24 .6
8 Lo 2] 7

CPP] Po|P3lPalPs|PelPy|Pe
22.4 X .4 91 1 .7 6.3 .5
X, | 3|21 ,.8|.9].4].5].6
X; le| 1] 4j0 ] 8]0]|.2]|.7

asi como obtener la intensidad de cada cualidad que poseen las candi-
datas:

Py Py P3 Py Ps Py Py Py

st=[as [ [7Le[ 3] 5]

Py Py P3 Py Ps Py Py Py

22.5 stxpy={.3].2] 1 [8] 9] 4] 5] 6]

Py P, P3 Py Ps Pg Py Py

stny=[3]0 TaTo [0 2] 7]

lo que permite establecer una asociacién de cualidades, de tal manera que
la buena presencia y la rapidez mecanografica vendrdn dadas por:

226 S(x;Axy)= P, P, Py Py Ps Py Py Py

=S(x))NS(xy)= [3]2]1]8].7].4] 3] 5]
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y al considerar tres cualidades:
227 S(xi A% Ax3)=S(x1)NS(x2) NS (x3)=

Py Py P3 Py Ps Py P; Py

=[3]2]1]o].7]0] 2] 5|

resulta que ps es la que redne en mayor grado las cualidades requeridas.

LA ADECUACION DE UN CANDIDATO A UN PUESTO DE TRABAJO

Es evidente que este ejemplo constituye s6lo una aproximacién muy
grosera del que en la realidad se plantea, caracterizado por una mayor
cantidad de cualidades exigidas, pero que permite adentrarnos de mane-
ra sencilla a problemas mas complejos de seleccién de personal.

En efecto, es frecuente que el perfil ideal no pueda venir dado por el
esquema descrito, sino que sea preciso un determinado grado en cada una
de las cualidades que se exigen para ocupar una plaza. Asf, si se considera
un supuesto mdas general en el que para un determinado puesto de traba-
jo t, se exige la posesion de 7 cualidades C = { A, B, C, D, E,F yG}
los niveles de cualificacién necesarios formarin, también, un subconjun-
to borroso tal como:

A B CDETFG
22.8 T=[e] 9] 7]1]8]3]0]

Supongamos ahora que se trata de seleccionar a n candidatos py, pz2, -
. .» Py~ Para nuestro ejemplo concreto hagamos n = 8,

22.9

A B CD E F G

Pp=[o]. 9] 8]1].5[4]0]
p=[3].8].7].a]1 [ 9] 6]
p=[a8]e]1] 9] 3] 3]
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pe=[ef1]ofs]7].5] 8]
ps=[2[1]1[o].3[0[4]
pe=[al8v[1]1].0] 9]
p=[s[el2][1].a]e]2]
p=[1].8]a]2].5[ 3] 4]

Uno de los criterios para determinar la idoneidad de los candidatos a
un determinado puesto de trabajo definido por un perfil, viene dado
a través de la obtencién de un “coeficiente de adecuacidon™ de p a t que
designaremos por K (p, t), el cual se construye de la siguiente manera:

2210 si pp(x) 2 up(x) sehace k, (p~>t)=1
22,11 i Hy () < pg(x) sehace k,(p=>t)=
=1 (0 + ()

lo que permite escribir también:
2212 k (p~>t)=1A(1- pp(x) + ty (x)
Para obtener K (p, t) se suman las k, (p > t) dividiendo el resultado por

el namero de actividades (7 en nuestro ejemplo) para obtener un nimero
en [0, 1]. De los correspondientes cilculos se obtiene:

22,13

04+ 1+1+14+07+14+1
K(p;, t)= p =0.87

0.7+09+1+04+1+1+1
K(ps,t)= . ' =0.85
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08+09+09+1+1+1+1
K (ps, ) = - =0.94

I1+14+1+054+09+1+1

K (ps,t) = = 091
7
06+02+1+09+05+0.7+1
K(ps,t) = =0.70
7
1+09+1+1+03+1+1
K(P6, t) = ~ = (.88 3
09+4+07+05+02+06+1+1
K(p7,t) = =0.70
7
05+09+07+02+07+1+1
K(ps,t) = 7 =0.71

Se puede observar que el candidato ps es el que mejor se adapta al
puesto de trabajo segiin los criterios expresados en (22.12).

Del analisis de este criterio se puede destacar un aspecto interesante.
Asf, un puesto de trabajo que no exige ninguna cualificacién y un candida-
to que tampoco tiene cualificacion alguna obtendria un K = 1, ya que el
criterio establecido proporciona K = 1 a toda persona que iguala o sobre-
pasa, para las u de las actividades consideradas, las u del puesto de tra-
bajo. El criterio elegido admite pues, el principio segiin el cual “el que
puede mucho, puede también poco”,

Otro criterio, que utiliza los subconjuntos borrosos, consiste en deter-
minar el candidato que mds se acerca al perfil exigido a través de niveles
de cualificacion. Esto se puede obtener a través de la distancia relativa de
Hamming, que como ha sido reiteradamente expuesto es, para toda P;,
i=12..,nyT:

) L xeC

1
214 5@.D=7 2 (| 1wy 00wy @

En el ejemplo anterior, resultarfa:
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, 1
5By, T) == (100.61 +109091 108071+ 11|+
+10.5-0.81 + 10.4-0.3] + 10-01) = 0.15

1
5(R2,T) =— (1030614108091 +10.70.71 + [04-1] +
+11:0.8] + 10.90.31 + 10.6:0]) = 0.34

! :

5(P;,T) = 7 (10.4-0.6] + 10.8-0.9] + 10.6-0.7} +
+ {1-1} 4 10.9-0.8] + 10.3-0.3] +
+10.3-0))=0.11

1
8P, D) = 7 (10.6-0.6{ + 11-0.9] +10.9-0.7| +10.5-1] +

+10.7-0.8| +10.5-0.3] + 10.8-0]) = 0.27
22.15

1
§(Ps, D) =7 (10.2-0.6] +10.1-0.9] + [1-0.7} + {0.9-1] +
+10.3-0,8| + 10-0.31 4+ 10.4-01) = 0.40

1
5P, D) = 7 (10.8-0.6] +10.8-0.9| + [1-0.7 + |1-1] + ]0.1-0.8] +
+10.9-0.3} + 10.9-0} =0.40

1
8(P,,1) = 7 (10.5-0.61 +10.6-0.9] +10.2-0.7] + }0.1-1] +
+]0.4-0.8} +10.6-0.3| +10.2-0] = 0.38

1
§(Ps,T) = 7 (10.1-0.6| + 10.8-0.9{ + 10.4-0.7| + (0.2-1| + {0.5-0.8| +
+10.3-0.3] +10.4-0}) = 0.34

A pesar de que con este criterio se deduce, también, que el candidato
que mejor se adapta al puesto de trabajo es el p3, el orden ya no resulta
el mismo que el resultante de la aplicacion del criterio anterior. Ademaés
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si se utilizara otra nocién de distancia el orden podrfa resultar también
distinto.

Un tercer criterio podria establecerse a través de un célculo de posibi-
lidad. Como ya se ha sefialado, la posibilidad de cada candidato con rela-
cion al perfil establecido vendrfa dado por:

22.16 pos. (P)) = \){ ( ypi(x) A 1 (x)

lo que darra lugar en nuestro ejemplo a:

posp (Py) = V(0A0.6,09A09,08A07,1A1,05A0.8,
- 04A03,0A0)=1

posy (P,) = V(03A06,08A09,0.7A0.7,04A1,
- 1A08,09A03,06A0)=0.8

pos; (P3) = V(0.4A06,08A09,06A0.7,1A1,
N 09A0.8,03A03,03A0)=1

pos, (P4) = V(0.6A06,1A09,09A0.7,05A1,
- 0.7A0.8,0.5A0.3,08A0)=0.9
22,17
pos. (Ps) = V(0.2A0.6,0.1A09,1A0.7,09A 1,
- 03A0.8,0A03,04A0)=0.9
pos; (Ps) = V(0.8A0.6,08A09,1A0.7,1A1,0.1A08,

09A03,09A0)=1

pos. (P7) = V(0.5A06,06A09,02A0.7,0.1 A1,
- 0.4A0.8,06A03,02A0)=0.6

pos; (Pg) = V(0.1A0.6,0.8A09,04A0.7,02A1,
= 0.5A0.8,03A0.3,04A0)=0.8

Como puede observarse los resultados obtenidos son sensiblemente
diferentes en estos dos tltimos criterios como no podia ser de otra mane-
ra, dado que mientras la “distancia” proporciona la desviacién media de
las diferencias, la ““posibilidad” pone el acento en lo que domina.
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ESTIMACION DE LA POLIVALENCIA DEL PERSONAL
Otro de los aspectos interesantes a considerar en el dmbito de la selec-
cion de personal hace referencia a la polivalencia de éste para la realiza-
cion de ciertas tareas especificas, de las que se dispone de un perfil pro-
fesional, cuyo referencial es:

22.18 E= {A,B,C,D,E,F,G}

Estos perfiles son:

A B C D E F G

1,= |o9]o2[04fos] 1 Jos8] 1]
1,= [04Josfo2[o1] 1] 1 ]os]

1,=[02]0.4]0.6]03] 1 Jo8[02]

22,19

T,=[08] 1 [ 1 Jos]oz2[03] 1]

Si se consideran los 8 candidatos, cuya medida o valuacion de sus
cualidades viene dado por (22.9), s¢ puede obtener la distancia de
Hamming de cada persona a cada tarea, lo que proporciona la siguiente
matriz:

h T2 Is i\

Py 10.61 [{0.60[0.38 |0.42

P, [0.31 022 0.41

P3 1042 |0.41 | 0.28 | 0.41

22.20 P4 [0.351037|0.38

Ps [0.54/0.62(0.42|0.41

Ps 0.47|0.54|0.21
P, |0.44 0.27]0.45

Ps |0.48(0.35(0.28|0.38
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La afectacién de candidatos a cada una de las tareas se realiza orde-
nando las distancias de menor a mayor eliminando a cada paso la colum-
na (tarea) y fila (candidato) correspondiente una vez se ha encontrado la
persona que mds se acerca al perfil buscado. Asi dado que & (P4 > T4) =
0.17, se elige P4 para ocupar el puesto T4 y se elimina la fila P4 y la co-
lumna Ts. Como & (P, - T3) = 0.18, se elige P, para T, y se elimina
la fila P> y la columna T3. Al ser & (P; > T,) = 0.25 se escogerd P,
para el puesto de trabajo T,, elimindndose la fila P; y la columna T,.
Finalmente la tarea T, serd ocupada por P4 al ser & (Pe > Ty)=0. 4o0.
Los demas candidatos serdn rechazados. La matriz de afectacion corres-
pondiente serd:

22,21

Este procedimiento de afectacién es uno entre los muchos que exis-
ten, que alin sin un extraordinario rigor tiene la ventaja de su sencillez.
En este sentido cabe destacar el llamado “método hingaro” conocido y
utilizado desde hace mis de 40 afios en investigacién operativa, La distan-
cia total mfnima obtenida a través de la afectacion (22.21) da un total de
0.17 + 0.18 + 0.25 + 0.40 = 1.00. El hecho de que se obtenga como re-
sultado la unidad no tiene significacién especial alguna, ya que normal-
mente la cifra obtenida resulta unas veces inferior y otras superior a uno.

Sise desea obtener el candidato més apto para todas las tareas (proble-
ma de la no especializacién) bastard hallar la unién de todas las T; de
(22.19). Asf se tendrd que:
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ABCDEFTF G
2222 T=TULUT30T,= o[ 1 [ 1 Jos[1 1 ] ]

y se calculan:
§(P1=>T1)=052, 6(P,>T1)=0.25 &6(P;>T)=042
6(Py>T1)=021, 6§(Ps>1)=060, & (Ps—>T)=025
6(P;>T)=0.55 &6(Psg>T1)=054

De donde se deduce que el candidato més adecuado para una actividad
polivalente es P,

Sirvan estos ejemplos para ilustrar las muchas posibilidades que exis-
ten de utilizar la teorfa de los subconjuntos borrosos en un campo tan
importante de la vida de las empresas como es la gestion de personal,
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Gestion de inversiones
con numeros borrosos
triangulares

TRATAMIENTO DEL PROBLEMA MEDIANT E PROGRAMACION
DINAMICA '

Para simplificar la exposicién vamos a tratar primero un ejemplo numé-
rico sencillo, para pasar luego a desarrollar los aspectos tedricos de este
tema,

Supongamos que nos proponemos colocar una masa de 10,000.000 de
unidades monetarias en cuatro sectores I, I1, III, IV y que el beneficio
por sector sea incierto y solamente conocido por un nimero borroso
triangular (a; , a,, a3) (figura 23.1).

| FIGURA 23,1

"
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Habida cuenta que serd necesario realizar una seleccion entre los na-
meros borrosos triangulares (N,B.T.), se elegird el siguiente criterio:
Dados:

23.1 éz(alraZ,a:‘))

23.2 B =(by, by, bz)

~

=(A =B
4 4 ) @ =B

233 ( a; + 2a, +aj b, + 2b2 + bs
Si I es una inversién y A el beneficio anual dado subjetivamente por
uno o varios expertos, el beneficio de I serd igual a:

234 A=d (M) =(a; (D, a2, (1), a3 (D)

A partir del criterio (23.3) se elegird una afectacién 6ptima de I, Va-
mos a establecer, ahora, un cierto nimero de hipdtesis numéricas que
constituirdn los datos del problema que vamos a tratar mediante progra-
macidn dindmica,

Se va a suponer que 1 = 10.000.000 s6lo sera susceptible de descom-
posicién en 11 eslabones de 0 a 107, que son 0, 10°, 2 x 10°, . . .,
9 x 10°, 107, El cuadro siguiente proporciona los correspondientes bene-
ficios totales,

23.5
[nversiones Beneficio Beneficio Beneficio Beneficio
en 10° Sector [ Sector I Sector 11l Sector IV
0 0 0 0 0
1 (.25,.28,.30) }(.20..25,.26) | (.13,.15,.18) | (.18..20,.24)
2 (.40, .45, .46) | (.33,.41,.43)| (.19,.25,.26) | (.25,.33,.38)
3 (.58,.65,.71) | (.48,.55,.60)| (.37,.40,.42) | (.37, .42,.48)
4 (.70,.78,.85) 1(.62,.65,.67)| (.45,.50,.51) | (.40,.48,.52)
N (.81,.90, 1.01) |(.68,.75,.77) 1 (.53,.62,.66) | (.51,.53,.54)
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6 (.95, 1.02, 1,11) {(.70,.80,.90) | (.70,.73,.74) | (.55,.56,.57)

7 (1,04, 1.13, 1.16) | (.83, .85,.90) | (.76, .82,.83) [ (.56,.58,.58)

8 (1.20, 1.23, 1.30) | (.85, .88,.90) [ (.89,.90,.95) | (.59,.60,.60)

9 (1.31, 1.32, 1.42) | (.88,.90,.93) | (.95, .96, .1.02) (‘.59, .60,.61)

10 (1,35, 1,38, 1.50) | (.90, .90, .94) } (.98, 1.00, 1.08)| (.59, .60, .64)

Estos N.B.T. s6lo constituyen un ejemplo numérico para explicar este
método y los N,B.T. realistas deberdn ser calculados de manera efectiva
por especialistas del anlisis financiero.

Vamos a designar por:

f1 (x) Ja funcién beneficio correspondiente al sector I

L v g g »

£ 7 ” » »

£ ” ” R\

F1,2(9) el beneficio 6ptimo cuando se invierten £ millones conjunta-
mente en Iyl

Fi,23(0) ” » » ” » LIyl

F1234(0 ” » » ” » LILIy IV

Asf, para obtener F,, (2) es necesario calcular y comparar

£1(0,0,0)(+) 3 (.33, 41, .43) = (0,0, 0) (+) (.33, .41, 43)

0 2 =(.33, .41, .43)

£1(.25,.28,.30) (+) f; (.20,.25,.26) = (.25, .28, .30)
1 1 (+) (.20, .25, .26)

23.6
= (.45, .53, .56)

£1 (.40, .45, .46) (+) f; (0,0, 0) = (.40, .45, .46) (+) (0,0,0)

[y — N —

2 0 =(.40, .45, .46)
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De donde resulta que:

33+ .82+ .43

S = 3950
4

45+ 1.06 +.56

23.7 = 5175

4

40+ .90 + .46

T = 4400

De esta manera, la colocacién 6ptima para 2 millones es 1 milloén en |
y 1 milldn en Il con un beneficio total de (.45, .53, .56).

Si se analiza el cuadro (23.5), se observard que los beneficios no cre-
cen en relacién al importe de la inversién (10 millones no permiten obte-
ner 10 veces lo que proporciona 1 milldn), Recordemos una vez més, que
los N.B.T. sélo tienen como objetivo la explicacion del método, Poste-
riormente realizaremos ciertos comentarios al respecto.

Efectuando todos los calculos, de la misma manera que en (23.6) y
(23.7) se obtiene el cuadro (23.8) siguiente:

E.(®= MA)% (£ () £ ()

X+y=

23,8
Inversién LY 1,® E,,(®)  |politica optima
2 confyll
0 0 0 0 (0, 0)
1 (.25,.28,.30) ](.20,.25,.26) (.25,.28,.30) (1,0)
2 (.40, .45, .46) (.33, .41, .43) (.45, .53,.56) (LD
3 (.58,.65,.71) |(.48,.55,.60) (.60,.70,.72) 2, D
4 (.70, .78, .85) |(.62,.65,.67) (.78,.90,.97) 3, D
5 (.81,.90, 1.01) |(.68,.75,.77) | (.91, 1.06, 1.14) 3,2)
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6 (.95, 1.02, 1.11) | (.70,.80,.90) | (1.06, 1.20, 1.31) (3,3)
7 (1.04, 1.13, 1.16) | (.83,.85,.90) | (1.18, 1.33, 1.45) (4,3)
8 (1.20, 1.23, 1.30) | (.85, .88,.90) | (1.29, 1.45, 1.61) (5,3)
9 (1.31, 1.32, 1.42) | (.88,.90,.93) | (1.43, 1.57, 1.71) 6,3)
10 (1.35, 1.38, 1.50) | (.90,.90,.94) | (1.57, 1.67, 1.78) (6, 4)

Continuemos calculando ¥ 5 3 (%)

Fi2:9 ‘—‘MQS% Fi2 0 £3(y)

239

¢ Fi200 I3 Fi230 Pg(l;ﬂ:ilc?l?l;ﬁlllnla
0 0 0 0 0,0,0)
1 (.25, .28, .30) (.13,.15,.18) (.25, .28,.30) (1,0,0)
2 (.45, .53,.56) (.19, .25, .26) (.45,.53,.56) (1,1,0)
3 (.60, .70, .72) (.37, .40, .42) (.60,.70, .72) (2,1,0)
4 (.78,.90,97) (.45,.50,.51) (.78,.90, .97) (3,1,0)
51 (91, 1,06, 1,14) [ (.53,.62,.66) | (.91,1.06,1.14) 3,2,0
6 | (1,06, 1.20, 1.31) (.70,.73,.74) 1(1.04,1.21,1.32) 3,2, )
7 1 (1.18, 1.33, 1.45)| (.76, .82,.83) 1|(1.19, 1.35, 1.49) 3,3, 1)
8 | (1.29, 1.45, 1.61)| (.89,.90,.95) [(1.31,1.48,1.63) (4,3, 1)
9§ (1.43, 1,57, 1.71)] (.95, .96, 1.02) [(1.42, 1,60, 1.79) (5,31

10 | (1.57, 1.67, 1.78)|(.98, 1.00, 1,08) ] (1.56, 1.72, 1.89) 6,3, 1)

Para terminar calculemos Fy 5 3 4 (2)

E1,2,3,4(Q) = }‘31352 (51,2,3 (x) (+) ,£4 62)]

397
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23.10
Q F123() fa(x Fi234® Politica 6ptima
conl, I, [l y IV
0 0 0 0 (0,0,0,0
1 (.25, .28,.30) 1(.18,.20,.24) (.25, .28, .30) (1,0,0,0)
2 (.45, .53,.56) | (.25,.33,.38) (.45, .53,.56) (1,1,0,0)
3 (.60,.70,.72) |(.37,.42,.48) (.63,.73, .80) (1,1,0, 1)
4 (.78,.90,.97) | (.40, .48,.52) (.78,.90,.97) (3,1,0,0
514 (91, 1.06, 1.14) [(.51,.53,.54) | (.96, 1.10, 1.21) (3.1,0,1)
6 §(1.04, 1.21, 1,32) | (.55,.56,.57) | (1.09, 1.26, 1.38) (3,2,0, )
71 (1.19, 1.35, 1.49) | (.56, .58,.58) | (1.22, 141, 1.56) 3,2,1,D
81 (1.31, 1.48, 1.63) | (.59, .60,.60) | (1.37, 1.55, 1.73) 3,3, LD
91142, 1,60, 1.79) | (.59, .60,.61) | (1.49, 1.68, 1.87) 4,3, 1,D
10 | (1.56, 1,72, 1.89) | (.59, .60, .64) | (1.60, 1.80, 2.03) (5,3,1, 1)

Con lo que se puede observar que la colocacién 6ptima de 107 unida-
des monetarias se realiza con la polftica siguiente:

5.10° unidades en el sector 1, lo que permite obtener:
(.81,.90, 1.01) .10° UM,

3.10¢ » » 11, lo que permite obtener:
(.48, .55, .60) .10° UM,

2311 g 408 ” » II, lo que permite obtener:
(.13,.15,.18).10° UM,

1.10% ” ” 1V, lo que permite obtener:

(.18,.20,.24) .10° UM,

El beneficio serd:



INVERSIONES CON NUMEROS BORROSOS TRIANGULARES 399

2312 ((.81,.90, 1.01) (+) (.48, .55, .60) (+)(.13,.15, .18)
(+) (.18, .20, .24))10° = (1.60, 1.80, 2.03) .10®

LOS NUMEROS BORROSOS TRIANGULARES

Y SUS REPRESENTACIONES
Si se escribe:
a; +2a, +a
313 7= ~‘——4¥—

para representar (a;, a,, a3) en la optimizacién, podrfa haberse realizado
perfectamente esta optimizacion a partir de las @ en lugar de hacerlo con
los N.B.T. ya que las '@ han sido tomadas como criterio. Sin embargo, a
lo largo del proceso utilizado, se puede observar como evolucionan los
N.B.T. Es sobradamente conocido que:

23.14  (a; +a; +a3)(+)(by, by, b3) =(a; + by, 2, + by, 23 +b3)

+ 2a, + by +2b, +Db
=><31 :2 a3 +) 1 42 3)

> (?+ %)

Las @ se suman en paralelo con los N.B.T. correspondientes. También se
puede escribir:

23.15 k(31,32,33)=(kahkaz,ka3) s k=0

K ai + 232 + as kal + 2k32 +ka3

4 4

Los N.B.T. constituyen vectores lineales para la adicién.

Se puede afirmar también que los N.B.T. forman un monoide para la
adicién (asociativos y neutro (0, 0, 0)). En el problema elemental que
acabamos de tratar es incluso conmutativo, ya el orden no interviene: se
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podrfa optimizar por ejemplo Il y III, luego II, III, y I y finalmente II,
I, Iy 1v.

Es sabido que la programacién dindmica no puede aplicarse mis que
en el supuesto de monoides mondtonos no decrecientes (bisqueda del
maximo) o de monoides no crecientes (bisqueda del minimo). Es conve-
niente también que el criterio de optimizacién se base en una relacion de
orden total; es precisamente lo que se ha hecho al sustituir los N.B.T.
(orden parcial) por sus representaciones ' (orden total). Si se satisfacen
estas condiciones, es posible utilizar la programacién dindmica bajo to-
das sus formas con los N.B.T. o de manera mds general con los nimeros
borrosos.

Se observa que para realizar el tratamiento de la incertidumbre conte-
nida en las (a,, a4, a3),-se trata la certeza con las @' . Esto se asemeja a la
manera de operar con la programacién dindmica en los procesos estocds-
ticos en donde la optimizacion se realiza sobre la esperanza matematica
que es un nimero cierto que representa un nimero aleatorio, Los nime-
ros aleatorios forman un orden parcial y sus representaciones, las espe-
ranzas matemdticas correspondientes, forman un orden total,

Evidentemente se pueden utilizar criterios distintos dei (23.3), por
ejemplo utilizar el mdximo (respectivamente el minimo) de los nimeros
borrosos pero los cdlculos son mucho mds complicados (los N.B.T. pier-
den sus formas triangulares) v resulta necesario operar nivel por nivel, Si
es necesario, se hace asf. Los resultados no difieren demasiado, en los su-
puestos practicos, de los que se obtienen con el método simple que aca-
bamos de utilizar,

En relacién con los N.B.T, y sus representaciones @ es conveniente
hacer una observacién ilustrada mediante la figura (23.2).

Los dos N.B,T.:

23.16

tienen la misma representacion

9+24+ 14 6+24+ 17
2318 @ = *—4—— =11.75; & = —4——- =11.75

Surge claramente que la representacion @' no tiene en cuenta el riesgo.
Sin embargo una eleccidn en el dmbito financiero tiene en el riesgo un
pardimetro que conviene considerar en la optimizacién, Es por ello que
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\

FIGURA 23,2

m

vamos a abandonar el criterio @ en el supuesto de colocaciones con y/o
sin riesgos y utilizar los operadores (A) (minimizacién) v (V) (maximiza-
cién). Vamos a perder las facilidades de célculo de los N.B.T, y operare-
mos nivel por nivel con @ =0, 0.1, 0.2,...,70.9, 1 como niveles de pre-
suncién,

UTILIZACION DE LOS OPERADORES DE MAXIMIZACION
Y MINIMIZACION
SiAesunNB.T.
23.19 é =(a1,a2,a3)

su funcién de pertenencia viene dada por:
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23.20 V'xeR:
yA(x):O , XS
X —ap
= , al\x<32
a; — a4y
az — X
= , dj \x<a3
a3 — a2
=0 , XZas

o incluso por Jos a-cortes:

23,21 Vael0,1]

Ag=[ay +(a ~a)) e, a3 — (a3 —ay) ]

Utilizando el operador (V) (respectivamente (A)) y la programacién
dindmica no se realizard una optimizacién en el sentido estricto de la
palabra ya que, en casi todos los casos, el 6ptimo obtenido no propor-
cionard la polftica 6ptima; lo que vamos a poner de manifiesto a través
de un ejemplo con intervalos de confianza.

Supongamos que:

23.22  El beneficio de la inversién I es: [15, 18]
23,23  Ei beneficio de la inversién 11 es: [12, 20]

23.24  [15,18](V)[12,20] = [15, 20]

La eleccién no puede recaer nien I nien Il

Lo mismo sucederd, nivel por nivel, con los N.B,T, y'de manera mis
general con los nimeros borrosos, La programacién dindmica se aplica-
r4 tebricamente sin que pueda especificarse al final del proceso la elec-
cién 6ptima,

Vamos a proponer un método mixto.

1) Se calcula la optimizaci6n a partir de las @ como se ha indicado
en (23.3)y (23.13),
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2) Se calcula el verdadero 6ptimo con el operador (V) en los interva-
los de confianza de nivel O es decir [a;, a, ].

3) Se comparan los resultados obtenidos en 1) y en 2) y se aceptan
los resultados de 1) si los extremos obtenidos en 2) no se hallan demasia-
do alejados de los que se han obtenido en 1).

Volvamos a considerar el cuadro (23.5) tomando solamente los ex-
tremos.

01,2 () = (x+y=9)(f1 () (+) f2 ()

23,25

2 f1 (%) 3 (%) Py B

0 0 0 0

1 [.25, .30] [.20,.26] [.25,.30]
2 [.40, .46) [.33,.43] [.45,.56]
3 [.58,.71) [.48,.60] [.60,.73)
4 (.70, .85] [.62,.67] [.78,.97]
5 [.81,1.01] [.68,.77] [.91, 1.14]
6 [.95,1.11] [.70,.90] [1.06,1.31]
7 [1.04,1.16] [.83,.90] [1.20,1.45]
8 {1.20, 1.30] [.85,.90} [1.32,1.61]
9 [1.31, 1.42] [.88,.93] [1.43,1.71]
10 [1.35,1.50] [.90,.94)] [1.57,1.78]

Continuemos para ¢; 2 3-(£):

P1,2,3(9) = (x+\y/=2) (91,2 () () f5 ()
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23,26
4 Vi (X) f3(x) P25
0 0 0 0
1 [.25..30] [.13,.18] [.25,.30]
2 [.45,.56] [.19,.26] [.45,.56]
3 [.60,.73] [.37,.42] [.60,.74]
4 [.78,.97] [.45..51] [.78,.97]
S [.91, 1.14] [.53,.66] [.91,1.14]
6 (1.06,1.31] [.70,.74] [1.06, 1.32]
7 [1.20, 1.45] [.76, .83} [1.20, 1.49]
8 [1.32, 1.61] [.89,.95] [1.33, 1.63]
9 [1.43, 1.71] [.95, 1.02] [1.45, 1,79]
10 [1.57, 1.78] [.98, 1.08] [1.57, 1.89]

y finalmente para ¢y 534 (2):
¢1,2,34 )= ( +\£=Q) (@1,2,3’(") M fa (v)

23.27
¢ Y123 (%) fa (1) 01238 ®
0 0 0 0
1 [.25,.30] [.18,.24] [.25,.30]
2 [.45, .56) [.25,.38) [.45,.56)]
3 (.60, .74] [.37,.48] (.63, .80])
4 [.78,.97] [.40,.52] [.78,.98]
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5 [-.91.1.14] f.s1,.54] [.96, 1.21]
6 [1.06, 1.32) [.55,.57] [1.09, 1.38]
7 {1.20, 1.49] [.56,.58] [1.24, 1.56]
L— 3 [1.33, 1.63] |.59, .60] [1.38, 1.73)
9 [1.45, 1.79] [.59,.61] [1.51, 1.87] 1
10 [1.57, 1.89] [.59, .64] [1.63,2.03]

Al comparar {23.8) y (23.25), (23.9) y (23.26), (23.10) y (23.27) se
observa que la diferencia en los resultados es muy pequefia y que, por lo
tanto, pueden aceptarse los cuadros (23.8), (23.9) v (23.10) obtenidos
con el criterio @ en lugar de (V).

Evidentemente, los N.B.T. obtenidos con @ sblo son nimeros bo-
rrosos aproximados, en particular para los niveles entre O y 1,

Para mejorar la precision, se podrfa descomponer para el cdlculo 107
en 101 posiciones en lugar de 11, Pero dada la imprecision relativa a las
estimaciones de los expertos los resultados del cuadro (23.10) pueden
ser aceptados,

Hay que sefialar que el procedimiento proporciona los resultados co-
rrespondientes a toda inversién parcial, entre £ = 0 y £ = 107 unidades
monetarias.

El método utilizado puede extenderse al supuesto en que las inver-
siones son funcién del tiempo y que se tiene en cuenta el proceso de ac-
tualizaci6n, En este caso los datos son mds complicados, por lo que resul-
ta necesaria la utilizacién del ordenador. Ahora bien la programaci6n
dindmica es muy bien aceptada por los medios de tratamiento de la infor-
maci6n, El supuesto de N.B.T. aumenta muy poco el volumen de célculos
por parte del ordenador.

Finalmente se puede afiadir que también es posible realizar una exten-
si6n de este esquema con la utilizacién de datos hfbridos.




24

Curvas de supervivencia
borrosas

INTRODUCCION DE LA BORROSIDAD EN LAS CURVAS
DE SUPERVIVENCIA

En el dmbito de la renovacién de equipos adquiere especial importan-
cia la estimacién de la vida 0til de un objeto de la inversién. De ahf el
interés que adquieren las curvas de supervivencia.

Consideremos dos curvas de supervivencia relativas a un mismo equipo
vs (£) v v¥ (t), tales que:

24.1 YV te R vE(t) = vk (D)

Supongamos que el (o los) expertos ha proporcionado estas dos cur-
vas de manera subjetiva, la una v« (t), como curva baja y la otra, v* (t),
como curva alta,

Se designard por:

24.2 V() =[vx (9 , v*(1)]

el intervalo de confianza formado por v4 y v* para un valor de t dado
(figura 24.1). ‘

Si ahora se considera que V (t) es un niimero borroso que lo escribi-
remos V (t), con una funcién de pertenencia:

24.3 My € 10,1]
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FIGURA 24,1

y si fy 1) (v) es conocida para todos los valores de t, se dird que V (t) es

una “‘curva de supervivencia borrosa”. Vamos a suponer, ademas, que:

244 1) By ) (v) es siempre unimodal
- 1
245  2)lamodade V(t)es: ¥ teR:v(t) = By (vi (1) + v (1)

Vamos a poner de manifiesto el interés que tiene este concepto para
el estudio de la fiabilidad de los sistemas cuando las curvas de supervi-
vencia son inciertas pero que se acepta una hipdtesis baja y una hipétesis
alta asf como un nivel de presuncion, a partir del cual se puede definir
V(.

En la figura 24,2 se han representado v«(t) y v*(t) asf como la curva
media v (t) que proporciona también la moda (figura 24.2a). La figura
24.2b representa un N,B.T., que constituye la funci6n de pertenencia de
V (). Es sobradamente conocido que la propiedad de los N.B.T. no se
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. AN
conserva para las operaciones () ¥ (+) pero, por contra se conserva la
moda asf como los valores bajos y altos, Deberdn tenerse en cuenta estos
aspectos en la aplicaciéon de funciones de supervivencia borrosas a los sis-
temas,

FIGURA 24,2

Velt) Vit) v¥(t) (b)
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Antes de avanzar mds en este esquema, veamos dos ejemplos sencillos.

Supongamos que:

24.6 ~
24,7 vy (t) = ghit ,  vE(t)= ghat
AL A eRE . AN 2N
de donde se tiene:
_ e‘>‘lt + e">‘2t
24 .8 v(t)= 5

Si, para toda t € R, establecemos para V (1) la funci6n de pertenencia
indicada en la figura 24.2b, se deduce:

24.9 /Lv(t)(v) =0 v(t)<vs (1)
b _v() —vs(t) _
= S0 v (0 v (1) < v(t) < v(1)
=) SN
= (050 O <v() <v*(t)
=0 v (t) = v* (1)

También se puede escribir, para todo a-corte:
ael0,1]
2410 Vo () =[vs() + (v() —vx (D o, v* () — (v* () — v (V) o]

Para las funciones (24.6); (24.7) 'y (24.8), las formulas (24.9) y (24.10)
se convierten en:

— -A gt
24,11 ,u!(t) v)=0 , v(t) et
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~Aqt At ~Agt
-2 e —V(t) ¢ +e"2 <V(t)<e_}‘2t
e—)\zt _ e—)\lt ’ 2
=0 : v(t) > e

43 44
— Nt FAt Aty “Aat oAt Aty T
24,12 V(1) [e + (¢ € )2 , € (€ et 2]

Para las formulas generales (24.9) y (24.10) es interesante calcular la
desviacion existente para (24,10) entre el extremo inferior y el extremo
superior, teniendo en cuenta que para un valor de @ dado y para toda t,
el extremo inferior y el superior decrecen ambos monétonamente cuando
t aumenta.

Calculemos la separacién en el intervalo de confianza (24.10).

vE() — (v¥ (1) — V(1) @ — (v (t) + (v (1) — vx(t)) @)
(1 — @) (v¥(t) — v« (1)

2413 & (1)

It

Demostraremos que en el supuesto de las funciones exponenciales
(24.6) y (24.7) la separacion & (t) pasa por un méximo,

2414 5(t) = (1 —a) (et -1t
2415 8'(t) = (1—a)(—hp M2t + 2, MY

Esta derivada se anula para:

7\2 e_}\lt
24.16 — = , a<]
)\1 e—}\zt
es decir:
1 A2
24.17 to=———— In —
A — Ay A

Si se sustituye este valor de t en (24.6) y (24.7) se tiene:
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A1 7\2
24.18 A2\ AL -Ag * A, AL - A2
2419 vx(to)= |— » V()= {—
Ax A1

Vamos a asignar valores numéricos:

24.20 1 1
24.21 Al = s Az = -
2 3
1 1/3
24.22 to = — In
1/2-1/3 1/2
2
= —6In — = 243279
3
12
1/3 y2-1/3 2 3
24.23 Ve (to) = (—) = ( — ) =0,29629
1/2 3
1/3
1/3 1/2 - 1/3 2 2
24.24 v (t =(——) =(__) — 0.4444
(to) 12 3

Veamos otro tipo de funciones v (t), la funcién en forma de cam-
pana,

24.25 Ayt —Azt
24.26 vi(t) = e 2 , V() =e ?
Mo, M EeRy N =N,

Estas funciones satisfacen las condiciones (24.1) y (24.4). Se aplicar4
la formula (24.9).

__Altz

827wy, =0, v(H<e ?
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ST ooy nr? e
v(t)—e 2 ——2; e 2 +e 2
=) ——5— = & <v(y <
-Az! At 2
e 2 —e 2
o t? 2 2
Mzt St —Azt Agt?
€ —v(t) e +e 2
= ’ < <
At oagd? 9 vih<e
e 2 —e ?
Apt?
=0 , vi)=e 2
o también para los a-cortes
Apt? A2 apt? o
2428 V()=]e 2 + \e? -e? 5
—Aqt? -A;‘tz Agt?
2
La separacién de V(1) es:
2 2
< Mgt At >
24.29 8t =Q0-a)\e 2 —e ?
( -)\zt2 -7\1!2>
24,30 (M) =(—-a) \—Ate 2 +rte 2

Esta derivada se anula para:

—Altz

A 2
24,31 2=
7\1 ——)\zt
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es decir:

-2 A,
24,32 to = In
A=A A

Si se sustituye este valor en (24.25) y (24 26) se tiene:

24,33 A A2

24,34 A, \ MM A, \M A
ve(ty) = — , vi()={ —
() g-(22 )

Se vuelve a encontrar el mismo resultado que en el caso exponencial
pero las A no tienen la misma significacion y la fecha tq es diferente.

LA BORROSIDAD A TRAVES DE LA FUNCION INVERSA

Veamos ahora otra manera de convertir en borrosas las funciones de
supervivencia,

A partir de vy (t) se considerard la funcion tx (v) y de la misma mane-
ra a partir de v* (t) la funcién t* (v), en donde v representa la probabili-
dad acumulada de supervivencia, t« (v) serd la funcibn inversa baja y t*(v)
la funcién alta.

Resulta, en relacion a la figura 24.3 con el mismo tipo de N.B.T. si-
métrico:

lul(v)(t) =0 t(v) <ts (V)
-t () U0
__t_(v)_t*(v) , t*(V)gt()g )

2435
M-t HWreO
W -t 2

W) <t*(v)

=0 , t(v) > t* (v)
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| ?(V') [
talv) (v (b) t

FIGURA 24.3

De la misma manera, para todo a-corte:

ae[0,1]

2436 Ty(v) = [ta M+ A —ta (D a, t* (@) - (t* ) -t (V)]
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Volvamos a tomar como ejemplo las curvas de supervivencia (24.6) y
(24.7):; Para las funciones inversas serdn:

24,37 ] 1
24,38 ts(V)=—— Inv | t*(¥)=—— Inv
kl kz

La férmula (24.35) se convierte en:

1
#l(v)(t)=0 ) t(v)<-— Tl' Inv
t()+l 1
v) +—
N 1 1 /1 1
=2 T hhv<t(v) <= ([ — lnv+— Inv
Ay A Az
—— Inv+—nv
2 1
24.39
L av—t@)
—— Inv—t(v
Az 1 1 1 1
=2 s—=| —lhv+—Inv) <t(V)<—— Inv
1 1 2 )\1 2 >\2
—— lnv+—Inv
2 A
o]
=0 tw=2-—Inv
A,

O también con a:

1 1 1 a
2440 T,(W=||-—lhhvH{-—Ilnv+—Iv] — ,
kl kz 1 2

1 1 1 «a
——Inv—- [-—Inv+—Inv] —
Az Ay A 2

Se calcula la separacién existente en (24.40) y que resulta:
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2441 6 (v)= (-;\12— —%) (1 —a)lnv

Para todo valor de o, 6 (v) aumenta mondtonamente para tender hacia
o cuando v - 0. De esta manera, el nimero borroso T (v) se va a en-
sanchar cada vez mds, Su anchura es nula para v = 1 y resulta infinita
cuando v = 0, lo que concuerda con la naturaleza de las funciones
— At
v(t)y=¢e"',
Veamos un ejemplo numérico volviendo a tomar (24.20) y (24.21)

24,42
2443 tx(v)=-2lInv , t* (v)=-3Inv

o
2444 T,(M=[2Inv+(3Inv+2inv) 7

a
~3Inv—(-3Inv+2Inv) 7]

con

24.45 5(v)=(0-a)lnv

Veamos ahora el caso muy general, aunque quizd demasiado tedrico,
en el que todas las curvas de supervivencia borrosas tienen funciones
de pertenencia que son las de nlimeros borrosos cualesquiera,

Supongamos que al nivel « se tiene:

24.46 V, = [vx(a,t) , vF(a,t)]
Por hipétesis, se debe tener, para todo valor de a:
(tz >ty) =
24.47 [V* (a,t2)<V* (a,tl)

yvi(a, ) <v* (e, ty)]

dado que toda funci6n v (t) debe ser mondtona decreciente,
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Finalmente por la propiedad de los a-cortes debe tenerse para todo
valor de t:

24.48 (@ >a;) =
(Ivs oy , 1), v¥ (e , )] D [va (a2 , 1), v¥ (az , 1)]

Las propiedades (24.1), (24.47) y (24.48) permiten utilizar toda la
teorfa de las redes de fiabilidad para las curvas de supervivencia borrosas.
Vamos a recordar de una manera esquemdtica la teorfa de las redes de
fiabilidad (1).

ASPECTOS LOGICOS DE LA APARICION DE AVERIAS

Antes de exponer como se determina la ley de supervivencia de un
equipo complejo que comprende diversos componentes, vamos a estu-
diar los aspectos logicos de las apariciones de averfas.

Sea e un equipo. Si e funciona, diremos que la variable x ligada a e
es igual a 1, es decir x = 1; por el contrario, si e no funciona, diremos
que x = 0. Asf, la variable de estado es binaria, y no toma otros valores
que 0 o bien 1 y se excluye, en las presentes hipotesis establecidas, cual-
quier otro valor (se puede tomar también O en lugar del 1 y reciproca-
mente, pero hemos elegido la correspondencia mds utilizada).

Supongamos ahora que un equipo e se halla formado por 2 compo-
nentes e; y e,. Si e; funciona x; = 1, s1e; no funciona x, =0,y lo
mismo para e, con X,. Supongamos que e funciona con la condicién
y s6lo con esa condicién de que e; y e, funcionen. Se escribird:

2449  o(x;,%x;) =1 si: x; =1 , Xy =1
=0 si: Xy =1 R X, =0
=0 si: x; =0 , X =1
=0 si: x; =0 , x,=0

Para obtener este resultado con variables binarias, basta con escribir:

(1) Para los aspectos tedricos véase: KAUFMANN, A,: “La Confiance Technique”,
Théorie mathématique de la fiabilité, Ed, Dunod, Paris, 1969,
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24.50 @0 (Xi,X2) =Xy * X2

La funcién ¢ se denomina “funci6n 16gica de estructura’ o “funcién
de estructura”, y expresa cdmo funciona o no funciona el sistema cuando
se consideran los estados de todos sus componentes,

Veamos otro caso. Supongamos que el equipo e tiene dos componen-
tes e; y e, y posee tales caracterfsticas que e funciona con la condicién
de que e; y/o e, funcionen. Esto puede enunciarse también: para que e
no funcione es necesario que e; no funcione y que e, tampoco funcione,
La funcién de estructura es entonces tal como:

24.51  ¢(x; ,%) =1 sii xp =1, X, =1
=1 si: X, =1 , X, =20
=1 si: xp =0, X, =1

=0 si: Xy =0, X =0

Para obtener este resultado basta con utilizar el operador -T-, y asi se
tendrd:

X1 +xp

24'52 ¢(Xl )Xz)
X; + X2 — X1 Xy

1= (1—x1)(1 -x2)

Desde un punto de vista mds general, consideremos un equipo e que
comprende n componentes ey, e,, . . ., ,. Llamaremos “funci6n de es-
tructura” de este equipo e a una funcién ¢ (Xy, X2, : . ., X,) que sblo
puede tomar los valores O o bien 1 cuando las variables de estado x;, X;,
..., X, toman, todas ellas, como valores posibles O o bien 1.

Esta funcién de estructura describe pues los dos estados de e a partir
de los estados de ey, de €;,. ..,y de e . Asi:

24,53 ¢(X1,X2,X3) =X X, +Xl X3 — X1 X9 X3

es una funcion de estructura, En efecto:
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vix, ,x,,x;)

E
R
A

24.54

~l-|~|l~~lO|lO|O|O

~|~|olo|~|~|0OlO
- O}|—=|O|l=~jO0|=|O
===~ |O|O|O|0O|O

Veamos otro ejemplo que no proporciona una funcion de estructura:

24,55 [/ (Xl s X2 ,X3)=X1 +X3-*'X1 X, X3

R
N
A

v Xy ,3Cy ,xg)

0

24.56

~|~-|lOo|lOl~ -|O|O
—| O = O = O|—=i0
== ==lO]|=

Entre las funciones de estructura, sélo presentan interés las funcio-
nes de estructura denominadas “mondtonas” ya que son las Unicas que
pueden representar la 16gica de las averias de un equipo que comprende
varios componentes: La logica que utiliza los operadores - y %,

Sea ¢ una funcién de estructura; si para todo vector (x1 JXgs e x;)
que domina a un vector (X;, X, .. ., xn) se tiene:

24'57 ‘p(x,l)X’21~")x[,1)>‘p(xlyx2 )-"7xn)

y entonces ¢ es mondtona,
Ast, se verifica fécilmente que (24.53) es monotona, mientras que:
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24.58  p(Xy,X3)=1- X3 +Xo
aunque sea una funcion de estructura, no es monétona, Por ejemplo:
24.59 ¢ (1,1) <9 (0,0)

Veamos ahora el concepto de red de fiabilidad asociado al de funcion
de estructura monétona,

Consideramos un dipolo eléctrico entre cuyos extremos se hace pasar
una corriente (figura 24.4).

*———— e e, — o

FIGURA 24.4

Supongamos que la averia de un componente e;, i = 1,2 es suficiente para
interrumpir la corriente, En este caso la funcion de estructura serfa:

24.60 [/} (Xl . Xz) = X1 * X2
Supongamos, por el contrario, que sea necesaria la averfa de los dos

componentes para impedir el paso de la corriente; se tendria entonces un
dipolo como el de la figura 24.5.

el
o ——— ]
o z
e2
FIGURA 24.5

y la funci6n de estructura seria:

24.61 0(x1, %) =% +x
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=1—-(1-x1)(1 —x3)
Supongamos ahora que, como consecuencia de la naturaleza del equi-
po, es necesario imponer las condiciones siguientes, para tres componen-
tese),e, yes:
2462 (x, =0y x3=0) = (p(x;,%2,%3)=0)
2463 (x,=0y x3=0) = (p(x1,%2,%3)=0)

Se puede verificar que la siguiente funcion de estructura monétona satis-
face estas condiciones:

2464 ¢(x1,x%2,%3)=1—(1 —x;%) (1 —Xx3)

v también el dipolo de la figura 24.6

e, €2

€;

FIGURA 24.6

Se denomina “red de fiabilidad” a una representacion, a través de un
dipolo con entrada O y salida Z, de las condiciones 16gicas de funciona-
miento o de no funcionamiento,

Examinemos ahora dos conceptos importantes ligados a la nocion de
estructura mondétona: camine y corte.

SeaE = {ey,e,,..., €n} el conjunto de componentes de un equipo.
Sea un subconjunto de estos componentes E' = {eil N ).

Si xj, = Xiy = ... = X =1 es una condicién suficiente para que el
equipo funcione, se dice que E’ es un “camino” de ¢ (x;, X2, . . ., Xq)
asociado a E.

24.65 (xil=xi2=...=xi =1y ¢p=1)

T
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= ({ei, ,€i,, ... € } esuncamino)
Por otra parte, si x;, = Xj, =...= xj, = 0 es una condici6n suficiente
. . . !
para que el equipo no funcione, se dice que E” = { €jyr €jgs v - g |

es un “corte” de v (X1, Xz,. .., X;)
2466 (x5, =%, =%, =0 y 9=0)

= ({ej, ,¢,,.. .6} esuncorte)

Se definen ahora dos conceptos fundamentales. Se Hama “camino
mfnimo” de ¢ un camino en el que ningln subconjunto de componentes
puede formar un camino excepto el que ha sido considerado. Se llama
“corte minimo” de y un corte en el que ningln subconjunto de compo-
nentes puede formar un corte exceptuando el que ha sido considerado.

Veamos un ejemplo,

24.67 @ (x1,X,X3,X4) =1 —(1 —x; %) (1— Xy x3) (1 — X4)

entonces:

24.68  {ey,e;,e3) es un camino ya que ¢ (i, 1, 1, x4) = 1 sea
cual fuere x4, pero este camino no es minimo,

2469  {e,e;3) es un camino dado que ¢ (1, Xz, 1, X4)=1
sean cuales sean X, y X4. Y este camino es mi-
nimo ya que e; no es un camino y es tam-
poco,

2470 {ep,e3,¢e4) es un corte, pues ¢ (0, X,, 0, 0) = 0 sea cual
fuere x5, sin embargo no es un corte minimo,

2471 {e1,eq) es un corte ya que v (0, X,, X3, 0) = 0 sean

cuales sean X, y X3 y este corte es mfnimo
habida cuenta de que ni e; ni e4 son cortes.

Se enuncia la propiedad fundamental siguiente:

A toda red de fiabilidad corresponde una y sdlo una funcién de es-
tructura monétona y rec{procamente.

Se observard que la red de fiabilidad puede representarse de distintas
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maneras equivalentes y sucede lo mismo para la funcion de estructura
mondtona, En todo caso, evidentemente, el cuadro de resultados légicos
{como el 24,54) es siempre Gnico.

En una red de fiabilidad, los caminos y los cortes son generalmente
visibles de manera directa, Veamos un ejemplo (figura 24.7).

/
/
~ \\ €s €s
-~ N /
/ \ /
/ e, //
/ I\ /
—— ¢ VN & —e
o] \ N ~e— z
// e, = e, ~eg
e \ —~— \\
\ \
FIGURA 24.7

Se puede observar a simple vista que {e;,e;,e3,es} y {ej,e2,€4}
son caminos y también son caminos minimos. Por otra parte, { e; } ,
{ es, es }  son cortes y también cortes minimos, por el contrario
{ es, es } noesun corte,

Pongamos de manifiesto ahora como se pasa de una funcién de estruc-
tura mon6tona a una red de fiabilidad y reciprocamente,
Dada la funcién de estructura:

24,72 o (X1,X2,X3) = X1 X3 + Xz X3 — X3 X2 X3

se establece el cuadro funcional:

3, | X, %,] v
ojof|ofo
oioj1fgo
ojv1/o¢po0

24,73 O |1 {1 || -—
1j0]0}oO
110 |1 1 | —-—
1{1,0¢40
T {11 1 | —-—
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{ ezes }, {e1,e3} y {€1,¢€2, €3} son caminos, pero solo { ey, e3} y
{ e1, e3 } son mrnimos, Entonces basta con colocar en paralelo los cami-

nos minimos lo que proporciona la figura 24.8,

e, - e

1

[FIGURA 24,8

que se reduce a la figura 24.9:

FIGURA 24.9

Se pueden utilizar también los cortes. Efectivamente {e;, e,, €3},
{ €1, €2 }, {61,63 },{62,63 }: {63} SOnCOl’teS, per08610{else2} y
{ e3 | son minimos, Se colocan en serie y se vuelve a encontrar la fi-

gura 24.9.

Para pasar de la red a la funcidn se buscan todos los itinerarios de 0 a
7 sin omision ni repeticién, Tomemos un ejemplo mas complicado (fi-
gura 24,10).

Existen cuatro itinerarios distintos: OABDZ, OABCDZ, OACDZ,
OACBDZ a los cuales les corresponden los caminos {e;, e, e3},
{ei,e2,e3} ,{ex,ea} ,{es,es} . Los tres caminos {e;, e, €3},
{er,ea} ,y {es, ea} son minimos. Se les coloca en paralelo lo que

proporciona la funcion,
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FIGURA 24.10

2474 9 (X1,%2,X%3,%Xa) = 1 — (1 = Xy Xa X3 )(1 = X2 %4 )(1 — X3X4)

a la cual corresponde también la red de la figura 24,11

e e, €;

® €, €,

N @

e; €4

FIGURA 24.11

Vamos a aprovechar el ejemplo de la figura 24.10 para poner de mani-
fiesto que las ramificaciones de una red de fiabilidad pueden ser orienta-
das (figura 24.12),

En esta coasion, sOlo existen tres itinerarios distinios: OABDZ,
OABCDZ, OACDZ, con los caminos {e;, ez, €3} , {e1, e, e3} ,
{ ea, €4 } en donde dos de ellos se confunden, Finalmente existen dos

caminos minimos {e;, e;,es} ¥y {e2,es}.Porloquela funcion g sera:

2475 @(X1,%2,%X3,Xa) = (1 = X1 %2X3) (1 — X2Xg)
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€,
/ €,
el
A D
€;
(o] 2

eld/ez
C

FIGURA 24,12

v la red de la figura 24.13:

e e, e,

o e, e,

N

es e,

FIGURA 24,13

Veamos cdmo se utiliza la nocién de corte para los ejemplos de las
figuras 24.10 y 24.12.
Puede observarse que, en la figura 24,10 existen 9 cortes: {e;, e, },

{e2; 83}, {e2> e4}, {e3) €4 }) {el’ €2, e3}) {el) €2, e4}y

lei,es, eq}, {€2,€e3,e4 }, {€1, 82, €3,¢4 }. Los cortes minimos son

{ e1,eq },{ez,ea},{eb% b, {es,eal.

De la funcitn ¢ siguiente:
2476 ¢ (xy, %z, %3, %) = [1 = (1 —x1) (1 — x4)]
(== x) (1 —x3)]*
1= (1= %) (1= x4)] - [1—= (1 = x3) (1 - x4)]
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La red correspondiente es la de la figura 24.14:
e ez N e
FIGURA 24.14

Se comprobard que (24,74) v (24.76) constituyen la misma funcién que
puede escribirse:
24.77 @ (X1,X2,X3,Xs) = X3X4 T X3Xq T+ X1 X2X3

— X2X3Xg — X1 X2X3X4

En el supuesto de la figura 24,12 existen 11 cortes: {e, }, { e;,€5 },
{er,eal, {ea,eal, {eg,e3}, {ea,ea}, {e1,e5,84}, {€1,83,€41,
{ e2,e3,eq ), {€1,€2,e3}), {€1,e2,e3,¢84} (el corte {e,} seobtiene
teniendo en cuenta el sentido de la flecha; el corte que pasa por ez, e3,
e, no debe tener en cuenta a e;), Quedan como cortes minimos: { e, },

{e1,es}, {€3,¢4 }.Todo ello proporciona la funcién ¢:
24.78 (ﬂ(XI,X2,X3,X4)=X2 '[1*(1-X1)(1—X4)]'
“[1 = (1= x3) (1 —x4q)]

y la red correspondiente viene dada por la figura 24 15

e, e3

.“"‘—"ez

e, ey

FIGURA 24.15

Las formulas (24.75) y (24.78) pueden escribirse:

2479 @(X1,X3,X3,%s) = XaXq T X1 X2X3 — X1 X2 X3Xa
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Una interesante propiedad de las redes de fiabilidad viene dada por la
propiedad de dualidad. Sea & una red de fiabilidad, existe una red ®' lla-
mada “dual” de & tal que: todo camino de & es un corte de &y reci-
procamente, Asf, si consideramos las figuras 24.16 y 24,17

€2
o— € ——@
0 e, z
&t
FIGURA 24,16
e,
S — ——e
o] — e, - e; — z
o

FIGURA 24.17

R’ es el dual de ® y reciprocamente.
Una red & puede ser su propio dual, como es el caso de la figura 24.18

e €2 —
[ & e, 63 -9
(o] z
€3 e

FIGURA 24.18

FUNCIONES DE FIABILIDAD

Vamos a pasar ahora de las funciones de estructura y de las redes de
fiabilidad al concepto de funcién de fiabilidad haciendo intervenir las
probabilidades de estado.

Consideremos un equipo formado por una estructura que comprende
n componentes €y, €2,. .., €,. Supongamos que para cada componente
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e; se tiene conocimiento de la probabilidad p; de que este componen-
te funcione o, lo que es lo mismo, de la probabilidad 1 — p; de que este
componente no funcione. ;Cudl es entonces la probabilidad de funciona-
miento del equipo si los componentes son independientes en probabili-
dad entre si en lo referente a las averfas?

Veamos primero dos ejemplos simples (figuras 24.19a y 24.19b):

o- e, e, —0

FIGURA 24.19a

e

€;

FIGURA 24.19b

Supongamos un equipo formado por dos componentes e; y e, tales
que es necesario que los dos componentes funcionen para que lo haga el
equipo (figura 24,19). Sise llama h (p;, p,) la probabilidad que depende
pues de la de e; y de la de e, , es evidente que se tiene:

24.80 h(p1,p2) =p1 ‘P2

Si resulta suficiente que funcione un solo componente para que el
equipo funcione (figura 24.19b) se tiene, evidentemente:

24.81 h{pi,p2)=p1 +p2 —p1 p2

Pero, para un equipo mds complejo, ;cé6mo se puede obtener esta
probabilidad de funcionamiento?

Consideremos un equipo formado por n componentes ej, €,, ..., €,
que tienen respectivamente las probabilidades py, p2, ..., p,, de estar fun-
cionando, Se establece la hip6tesis de que los n componentes tienert para-
das en su funcionamiento independientes entre si’, Se llamard “funcién de
fiabilidad” a la probabilidad de funcionamiento del equipo expresada a
partir de las probabilidades py, p2, ..., p, s decir h {py, p2, ..., py). Para
obtener la funcién de fiabilidad a partir de la red de fiabilidad o de la
funcidén de estructura, se utiliza un método llamado “método de la forma
simple”
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Volvamos a considerar el ejemplo de la funcién de estructura (24.67):

2482 @ (X1,%2,%X3,Xa) =1 = (1 = %1 %) (1 = x4 x3) (1 ~ xq)

Realicemos los productos:
24.83 @ (X1,X2,X3,X3) = Xg T X1Xg F X1 X3 — X1 XpXg — X1 X3Xs

2 2
— X1X2X3 + X]X3X3Xs

Pero, cualquiera que sear =1, 2, 3, ...,

24.84 X{ =X (D

En efecto, esto es lo mismo que admitir que el componente ¢; es, en la
red de fiabilidad en donde se halla colocado, r veces en serie consigo mis-
mo. Aplicando la propiedad (24,84) v efectuando en caso necesario las
sumas o diferencias, se obtiene una forma particular de la funcidn y lla-
mada ‘“‘forma simple” que se escribe ¢,. Asf, en este ejemplo (24.83):

24.85 o (X1,X2,X3,X4) =Xg T X1 Xy + X X3 — X1 XpXg —

— X1 X3Xg4 — X1 Xz2X3 T X1 X2X3Xg

Desde un aspecto general, consideremos una funcién de estructura
¢ (X1, X3, .., Xp); se llamard “forma simple de ¢” una expresion de ¢ en
la cual se habrdn reducido todos los términos a partir de la propiedad
(24.84) y efectuado, si resultan necesarias, las operaciones aditivas sobre
el resultado obtenido,

Estamos ahora en disposicion de proporcionar de inmediato la expre-
sion de la funcion de fiabilidad; es suficiente sustituir las x; de g, por las
p; v sustituir el simbolo ¢ por el simbolo h, De esta manera la funcién de
fiabilidad de la red de la figura 24.20

ey
o—— e, -@
FIGURA 24.20 e,

(1) Se observa que también puede ser aplicada la propiedad dual:
A

— 2
xi Fxi = xi Fxi - xi =xi Fxi - xi =x

S
La idempotencia es cierta para (.) y (1) (xjelo,1]).
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que corresponde a la funcién de estructura (24.82) de la que se ha obte-
nido la forma simple (24.85) es:

24.86  h(py, pz, P3,Pa) =pa + P1P2 ¥ P1P3 — P1P2Ps —
— P1P3Pa — P1P2P3 t P1P2P3Pa

Resumamos este método. Se obtiene o(x;, X,, .., X,) y luego
¢, (X1, X3, ..., X,) de donde, inmediatamente se halla h(p,, p,, ..., p,)).
Lo que justifica plenamente este método es el hecho de que la funcién
de estructura proporciona una expresion logica de las condiciones de fun-
cionamiento en funcién de las variables de estado. Por otra parte, la red
de fiabilidad equivalente a esta funcién de estructura puede trasponerse
con la ayuda de la nocién de camino o de corte a los ensamblajes parale-
lo-seric o serie-paralelo en donde las funciones de estructura correspon-
den a aquella que se estd considerando. Evidentemente, la propiedad
(24.84) es fundamental para pasar de p a g, y de ah{a h.

Antes de continuar, enunciemos una propiedad evidente llamada de
monotonfa, Si, en una funcién de fiabilidad h (py, p,, ..., p,) una o va-
rias p; disminuye, la funcién h no puede en ninglin caso aumentar. De la
misma manera, si una o varias p; aumenta la funcion h nunca podra dis-
minuir,

Por otra parte, recordemos también como se pasa de las condiciones
légicas a fa funciébn de estructura. Tal como se ha hecho en (24.73) se
elabora el cuadro de las condiciones légicas, luego se buscan los caminos,
luego los caminos minimos (respectivamente los cortes), lo cual permite
construir ¢, Hay que tener en cuenta que el cuadro de las condiciones 16-
gicas debe satisfacer la monotonia, pues en caso contrario se caerfa en
un error por contradiccion, Seguidamente vamos a dar unos ejemplos,

24,87

X1 X2 X3 ¥

0 0 0

0 1 1 1 [camino x5 X3

1 0 0 1 [camino x; Y=1 (1 —x )l — x3 x3)

1 0 1 1 |camino x; x3
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24.88

24,89

1 1 0
1 1 1
X1 X2 X3
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
X1 X2 X3
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0

camino xj X7 X3

camino Xj
camino x,

camino X,

camino Xy
€amino x|

camino xi

camino X3
camino x,

camino x,

camino x
camino Xy

camino X,

X2

X2 X3

X3

X2 N3

433

=1 - (1 —x2)1 - X3)

no interviene xj

cuadro incompleto
Para la mgnolom’a
es necesario:

v, 1,0=1
e, 1, H=1

por lo tanto:

gp‘:l — {1 = x21 = X3)

Hay que subrayar que si un cuadro es incompleto y no puede ser com-
pletado por monotonfa no puede proporcionar una funcion de estructura

(da lugar a varias),

Pasemos ahora a las funciones de supervivencia. La funcién de supervi-
vencia es una ley de probabilidad mondtona no creciente que depende de
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t. Si vy (1), vo (1), ... v, (1) son leyes de supervivencia de los equipos
ey, €, .. €, se pasard de h (py, pa, ... pn) @ W (vy (1), v (1), ... v, (1))
sustituyendo toda p; por su homologa v; (). Asf, la ley de supervivencia
del equipo correspondiente a la red de la figura 24,20 se obtiene a partir
de (24.86)

2490 W (D) =vq (D) +vi(t) - va(t) +vi(t) - va(t) —vi(t) «va(t) «va(t)
= v (t) - va(t) - va(t) — vy (1) - va(t) - va(t) +vi(t) - va(t) -
vz (t) - va(t)

CURVAS DE SUPERVIVENCIA BORROSAS

Ahora nos hallamos en disposicién de abordar el problema inicial de
las curvas de supervivencia borrosa,

Se consideran primero las curvas de supervivencia en la incertidumbre
a través del concepto de intervalo de confianza del tipo (24.2) que satis-
face la condicién (24.1). Introducida esta condicién, se puede trabajar
con V (t) relativa a un equipo formado por n componentes de los que se
conoce, o bien se ha establecido, la funcidn de estructura, Como conse-
cuencia de las condiciones de monotonfa introducidas, el paso de la pro-
babilidad a los intervalos de probabilidad y después a los ndmeros borro-
sos no plantea grandes dificultades, sobre todo si los calculos son realiza-
dos a través de la informatica dado que éstos son de fécil programacion.

Vamos a exponer un ejemplo sencillo de un equipo.

Se considera un sistema de 4 componentes €y, e,, e3, e4. Las curvas
de supervivencia inciertas de cada componente serin v, y v,
i=1,2,3 4,

2491 [y 0.08661 * ) — o-0.0630¢
24.92 Vi *(t) = ¢ T l(t) €
24,93 _0.0138t° _0.0061t*
. _ 2 RN R
24 94 Vo (t)=e , ViD=
2 2
00054t 00042t
24,95 Vs *(t) = e 2 , Vg(t) = e 2

24,96
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24.97
24.98

vy *(t) = g 0.1386¢

, ViD= g0:0990t

435

Por otra parte, las condiciones de funcionamiento vienen dadas por el

cuadro de condiciones 16gicas siguientes:

24.99 7

14

15

X1 X2 X3 X4
0 0 0 0
0 0 0 1
o | o] 1] o0
0 0 1 1

1 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1

X4

N3

X3

X2

X2

X2

X1

Xp %

X1

X1 X

X1
X1

X

—

X4

X4

X3

X3 Xg

X3 Xg

X2 X4
X2 X3

X2 X3 Xg

Los caminos mfnimos vienen indicados por = , La funcién de estruc-

tura es:

24.100 ¢ (X1, X2, X3, %) =1 = (1 —X3) (1 —x4) (1 —x1X3)
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La red de fiabilidad que corresponde a (24,100) viene dada por la figu-
ra 24.21

€ €2

FIGURA 24,21

La funci6n simple y; que corresponde a y es la ¢ misma ya que ningu-
na x; se encuentra mds de una vez en 24,100,
Se tiene, pues:
24101 o (X1, X2,X3,Xg) =X3 +Xg + X1 X3 ~ X3Xg — X1 X2X3
— X1X2Xg + X1 X9X3Xg
De donde se obtiene directamente vi(t) y v¥(1):

24,102 va(t) = vau(t) + vau(t) +vix(t) - vau(t) — va(t) - va«(t)

— Vi) - vaw(t) - vaxl(t) — vix(t) - vax(t) - vax(t)

+

vi(t) - vax(t) - vax(t) © vax(t)

24,103 vA(t) = Vi) + VE(t) +vE(D) - vEL) — V(D) Vit

V() vy () va(t) = V(D) - v3(0) - vE(t)

|

F V() - V() - V() - va(t)

Se van a calcular separadamente para los valores de t = 0 hasta t = 40
(por valor de 5) todos los monomios de (24,102) y (24,103) v se les adicio-
nard o restard teniendo en cuenta los signos obtenidos,

Realizando los correspondientes cdlculos al aplicar (24.102) v (24.103)
a los datos de (24.91) a (24.98) se obtiene:
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24,104

0

1

1

5

0.964

0.994

10

0.705

0.928

15

A

0.330

Q0.766

20

0.133

25

30

0.017

0.045

0.551

0.351
1
0.234

35

0007

0.107

40

0003

0.053

De donde se puede hallar la figura 24,22

437

FIGURA 24,22

|

Si se quiere pasar de los intervalos de confianza de probabilidad a pro-
babilidades borrosas se afectard a cada v(t) una funcion de pertenencia y

los cdlculos serdn los mismos pero nivel a nivel,

De hecho la teorfa de la fiabilidad cldsica puede ser recogida y genera-
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lizada a los intervalos de confianza [v;x, vi] y de ahf al 4mbito borroso.
De esta manera se puede estudiar (1) la redundancia, la canibalizacibn, la
renovacion, las curvas de supervivencia con Ifmite de funcionamiento,
con garantfa,., y todos los problemas de optimizacién ligados a la fiabi-
lidad,

Es posible, finalmente, elaborar muchos otros modelos relativos a pro-
blemas de fiabilidad en el campo de la incertidumbre, pues en este ambi-
to existe una mayor libertad que en el aleatorio.

El modelo a desarrollar depende, en gran medida, del fenémeno ob-
servado,

(1) Véase: KAUFMANN, A.: La confiance technique, Théorie mathématique de la
fiabilité, Ed, Dunod, Paris,
KAUFMANN, A., GROUCHKO, D. y CRUON, R.: Mod2les mathématiques
pour 'étude de la fiabilité des systémes. Ed. Masson, Paris,
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La distribucién espacial
de las acciones comerciales

LA TAXONOMIA BORROSA

Resulta interesante poner de manifiesto la utilidad que puede tener lo
que podrfa llamarse “taxonomia borrosa” en el problema de la eleccidn o
seleccién de direcciones sectoriales en una empresa. Parece razonable
confiar a una misma direccidn sectorial comercial los productos de carac-
terfsticas muy semejantes o incluso sectores en los que los perfiles que les
caracterizan no son muy dispares; generalmente se facilita la gestion, los
stocks son mds sencillos de gestionar y frecuentemente menos importan-
tes, los técnicos més interesados y mejor utilizados, Evidentemente exis-
ten otras razones que pueden hacer que se prefiera una separacion estric-
tamente regional o especializada, todo depende de los productos, de los
mercados, de los hombres y de las comunicaciones.

A través de un ejemplo muy simple se podrd observar como es posible
utilizar la taxonomfa borrosa. _

Una empresa despliega su actividad en 7 mercados (S1, 52, 83,54, Ss,
S¢, S7) v se impone agrupar convenientemente estos mercados en direc-
ciones comerciales adaptables a los productos distribuidos. Se supone que
la empresa produce y distribuye 6 clases principales de productosC,, C,,
C;, C4, Cs5 y Cy. Se trata de obtener una configuracién comercial que se
adapte correctamente a los sectores (mercados) y a las clases de producto.

Supongamos también que resulta posible medir o valuar de 0O a1 la
buena adaptacién de una clase de producto a un sector (mercado). En ge-
neral, estos fndices vienen dados subjetivamente por expertos cualifica-
dos aunque cuando sea posible es preferible establecer medidas (exhaus-
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tivas o no, por sondeo, etc.) con objeto de tener informaciones mas obje-
tivas, Vamos a suponer que se dispone, para cada sector y cada clase de
producto, de perfiles en los que aparecen los i{ndices que acabamos
de mencionar, tales como:

C C2 C3 Cs Cs GCo

s.: [0.4a] 1 Jo.3] 0 Jo3] 1 |
C G C Ci G G

s, [0.4Jo.6]0.9T0.3]0.8]0.4]
C, G C C G5 C,

s, [0.7]0.2] 0 Jo.s] 1 Jo.7]
G € G C Cs G
25.1 s, [oaT v 1 Jo.1] o Jo.2]
G C2 C Cs Cs G

s;: [0.3]o0.8]0.2] 0 o] 1]
Ci C C3 Cq4. Cs Co

s [0.9] 0 Jo.o] 1 Jo.7[ o]
C, C2 G G G G

s, [ 1] oJoslos]o.6]o0.1]

De esta manera cada sector S, constituye un subconjunto borroso, que
se designard por §., del referencial € = {C;,C,, C3,Cy, Cs, Cg} .
Vamos a prestar atencioén a la distancia que separa cada S. de cada

S Para ello utilicemos la distancia de Hamming, en el bien entendido
de que podriamos adoptar otra de las conocidas (1) si resultara mas
conveniente:

(1) Se puede tomar perfectamente Ia distancia cuadrdtica

6
d(s; §j)=\/51 ( s () - #sj(x))2
2\ Hs s

o bien otro tipo de distancia, En este caso hemos elegido l1a distancia de Ham-
ming,
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6
252 d(S§;> Si)= Z | g (%) — ysj(x)l , Xe

x=1

y con objeto de obtener rndices entre O y 1 vamos a normalizar (25.1),
es decir:

I
33 5(8, §)=—4d(S;, §)

Veamos ¢Omo se calcula (25.3) en nuestro ejemplo:

5(S;, Sp=10, Y (=}
1
5( S, 8= ‘ (10.4-0.4| + 11-0.6] + 10.3-0.9] + 10-0.3| +

+10.3-0.8] + {1-0.4]) = 0.40
25.4

1
(8, 8= p (10.40.7} + |1-0.2| + 10.3-0] + 10-0.6] +

+10.3-0.1] + [1-0.7]) = 0.50

1
5( S, §4):g (10.4-0.1} + |1-1] +10.3-1} + 10-0.1| +

+10.3-0] + 11-0.2)) = 0.36

y asf sucesivamente,
La relacion borrosa que sigue (anti-reflexiva y simétrica) es la rela-
ci6n de distancias y constituye una relacion de desemejanza,

Si: Sy Sy S¢S 8¢ S»
$:| 0 [0.40(0.50]/0.36/0.10]0.750.70
S,: (040! 0 10.40!0.33/0.43|0.38|0.40
$,:|0.501040] 0 [0.73/0.50/0.45(0.43
25.5 $,:10-36|0.33[0.73| 0 [0.36|0.61 |0.60
S, {0.10(0.43[0.50|0.36| 0 |0.78|0.73
S, |0.75/0.38|0.450.61/0.78| 0 |0.08
$,:10.70[0.40(0.43 060 |0.73/0.08 0
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Por comodidad tomemos la relacién borrosa complementaria que es
una relacion de semejanza (reflexiva y simétrica).

25.6

g

2

3

4

5

6

7

0.60

0.50

0.64

0.90

0.25

0.30

0.60

0.60

0.67

0.57

0.62

0.60

0.50

0.60

0.27

0.50

0.55

0.57

0.64

0.67

0.27

0.64

0.39

0.40

0.90

0.57

0.50

0.64

0.22

027

0.25

0.62

0.55

0.39

0.22

0.92

N O wN

0.30

0.60

0.57

0.40

0.27

0.92

Vamos a tomar los a-cortes, @ = 0.92;0.90;0.67; 0.64; ... ¥ para cada

relacién & , vamos a buscar las subrelaciones mdximas de similitud, tal
como se ha hecho en capftulos anteriores, empleando, de manera indis-
tinta, el algoritmo de Lafosse-Marin-Kaufmann o el de Pichat, No van a
detallarse los cdlculos para hacer mas 4gil la lectura.

25.7

25.8

25.9

=067

1
2
3
4
5
]
7

6 7
ia
7Ll

& 7
]

BER|
=
0]
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25.21

(=022

N o oA W o
il baode & aiirhEs

Un andlisis de (25.7) a (25.21), para los distintos niveles de ¢, resulta
interesante para este tipo de problemas. Asf, cuando se quiere especiali-
zar de una manera completa las direcciones de sector se puede descender
hasta (25.10), es decir, @ = 0,64, A partir de aquf, ciertos sectores se
adscribirdn a las diversas direcciones y se puede jugar con el nimero de
direcciones. Se observa que (25.14) proporciona solamente dos direccio-
nes con un Unico sector S, que depende de dos direcciones. Esta puede
ser la solucion interesante, Esta descomposicion en subrelaciones maxi-
mas de similitud, permite tomar decisiones que se justifican a través de
diversos criterios. Volviendo a (25.14) se observa que esta solucién per-
mite una “agregaciéon por afinidad” con una semejanza de perfiles igual o
superior a 0.55, lo que representa un buen resultado para una agregacién
de este tipo.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DUAL

Por su interés vamos a describir el problema dual,

Si se parte de (25.1)y se consideran las columnas C; en lugar de las
filas S; se puede imaginar la agrupacién de sectores segiin su afinidad por
el conjunto de productos, lo que conduce a la presentaci6n siguiente:

25,22 S, S; Si S5 Ss S,
[0410 aj0.7{0.1]0.309] 1 |

5] Sz 53 54 55 56 S7

¢ [ 1 Joeloz] 1 Jos] o] o]

sl 52 53 54 55 Sb 57

¢ [0.3]o.9] o | 1 [o.2]0.9]08]
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S S2 S3 Sa Ss Se S7

c: [o]o3JosloaT o] 1 [os]
Sy S2 S3 Sa S5 So S7

c;: [03]os] 1 [ o JorTo7]0.6]
S Ss Se Sy

Sy S22 S3 a
C: |1 Joalor]oz] 1] o0 jo]

Se calculardn las distancias de Hamming:

2523 d(C;, €)=
y

ERVE

Lo g WLy €S
y se procederd a su normalizacion:

2524 8(C, €)=-4d(C, C)

1
7

De donde se obtiene la relacion de distancias:

C: 0 10.65(0.35|/0.15|0.2410.45
C,: |0.65] 0 |0.50|0.75!0.67(0.25
C;: [0.35(0.50] 0 |0.40/0.37|0.72
25.25 -
C, |015|0.75(0.40| O |0.28|0.58
Cs: |0.2410.67/0.37/0.28| 0 |0.52

Cs: |0.4510.25|10.72(0.58(0.52| 0O

y la de semejanza:

25,26

3= ]

1 1 0.35(0.65|10.85]|0.76 (0.55
2 (035} 1V |0.50(0.25)|0.33|0.75
3 (0.65|/0.50f ¥ [0.60|0.63]0.28
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0.85/0.25{0.60| 1 |0.72|0.42
0.7610.33{0.63(0.72| 1 0.48
6 10.5510.7510.2810.42)0.48 1
Tomando los a-cortes sucesivos, se obtiene:
25.27
0=085 1 2 3 4 5 &
1t 1
2 [ 14
3 1 [ ]1] 2 3 5 3
N 1 4 0] 207 s[J o[}
B |
& 1
25.28
=076 1 2 3 4 5 o
M Tl
2 1 1 4 15
3 1 IE IERED 2 3
NE i NERE 5 0] 0] o[1]
5| i
& 1
25.29
=075 T 2 3 4 5 o
[t 1 1
2 ] ] 1 s 2 o
3 ) UK TEREA IR 3
T T a s ) o0 s[n]
HE 1
o] 1] )
25.30
=072 1 2 3 4 5 &
HE K I
2 [ v ATy 7 6
3 1 a0 ] 2T 3
N B s [7] o a[]
s K
3 1 1
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25.31

2

1

X=0.65
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gg
Wk“

I
Sea|

2532

2

=0.63

2533

2

=060

2 &
FH

2534

2

=0.55

o

2{i]r]
o 0]

- o

25.35

2

= 0.50
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25.36

12 3 5

=048

25.37

2

0= 0.42

2538
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2 3 4 5 6

1
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25.39

2

Q=033
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25.40
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25.41

(r=0.25

e | =] =~
JEO% [N [ U (Y (D P
JU P (S Y D )

[T RN

Examinando las subrelaciones mdximas de similitud obtenidas desde
(25.27) a (25.41) se observa que el nivel mas bajo, en el que todas las

subrelaciones son disjuntas, es 0.60, en donde se encuentra {1,3,4,5 }
y {2, 6 } lo que puede resultar interesante en un problema como §éste,

Pero no debe exagerarse la importancia del caso en que la descomposi-
ci6bn proporciona subrelaciones disjuntas, como acostumbra a conside-
rarse en la teorfa de los subconjuntos vuigares.

Existen ciertos problemas en que, por razones diversas, resulta conve-
niente la obtencion de intersecciones o fronteras no vacfas.

Para obtener sistemdticamente las clases (subrelaciones miximas dis-
juntas) basta con obtener:

2542 &= QuUBUR U ..
deteniéndonos cuando "' = &"

A titulo de ejemplo veamos lo que sucede para (25.26)

2543 1 2 3 4 5 [}
1 T |0.35(/0.65(0.85(0.76|0.55

4(0.85,0.25|0.60 1 0.72|0.42

510.76|0.33[0.630.72 1 0.48

6[055|0.75(0.28|0.42|0.48 1
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
! 1 0.35{0.65(0.85/0.76(0.55 1 1 0.55|0.65|0.85|0.76 |0.55
21035 1 0.50’}0.-.25 0.3310.75 210.55 1 0‘.5—0 0.5010.50|0.75
3]10.65(0.50 1 0.60|0.63 0.28 3(0.65|0.50 1 0.65]0.65!0.55
° 4;0.85 0.2510.60 1 0.72 | 0.42 ) 410.85]0.500.65 1 0.76 1 0.55
5 ;b 0.33]0.630.72 1 0.48 51076 10.50)0.65)0.76 1 0.55
610.55(0.75|0.28 |0.42]0.48 1 610.55|10.7510.5510.55 /0.55 ’_l—~
25.44
1 2 3 4 5 [
1 1 0.55|0.6510.85(0.76|0.55
210.55 1 0.50(0.50{0.50|0.75
3 2 310.65]0.50 1 0.65)0.65|0.55
°
410.85]10.50]0.65 1 0.7610.55
510.7610.50|0.65|0.76 1 0.55
610.55|0.7510.5510.55|0.55 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 1 0.35|10.6510.8510.76]0.55 1 1 0.55]0.65{0.85[0.76(0.55
21035 1 0.500.25{0.33 (0.75 2(0.55 1 0.55|0.55|{0.55]0.75
3]|0.65(0.50 1 0.60|0.630.28 310.65|/0.55 1 0.6510.65|0.55
° 410.85(0.25|0.60 1 0.720.42 ) 410.85(0.55]0.65 1 0.76 | 0.55
5]10.76|10.33|0.63|0.72 1 0.48 510.76]0.55|0.65]|0.76 1 0.55
610.5510.75|0.28 |0.42 | 0.48 1 6]1055/0.75(0.55/0.55|0.55 1
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25,45 1 2 3 4 5 6

1 1 [0.55]0.65[0.85]0.76[0.55

210.55 1 10.5510.55(0.5510.75

310.65(0.55| 0.65]0.65|0.55

=S
n
- \UN
(-]
1§~
"
o

410.85|0.55(0.65| 1 0.76 |0.55

5(0.76 (0.55]0.65|0.76 | 1 |[0.55

610.55|0.75 |0.55(0.55|0.55| 1

1 2 3 4 5 [ 1 2 3 4 5 6
1 1 0.35]10.65[0.85]0.760.55 1 1 0.55|0.65]0.85(0.76{0.55
2(0.35| 0.50(0.25|0.33|0.75 2]0.55] 1 0.55{0.55|0.55(0.75
310.65]0.50 ] 0.60|0.63|0.28 3({0.65|0.55| 1 0.6510.65(0.55
° 410.85(0.25(0.60] 1 0.7210.42 B 41085{0.55]0.65( 1 0.76 [0.55
5107610.33(0.63.072 1 0.48 5(0.7610.55,0.65(0.7¢6 1 0.55

6 (055)|0.75|0.28 {0.42 |0.48 | 1 610.55(0.750.5510.55|0.55 1

25.46  nos detendremos aquf g =R'=g".

Descompongamos ahora g a partir de los a~cortes 0,85, 0,76, etc. Se
obtiene:

=085 1 2 3 4 5 ¢
g I
2 [
3 1 )
25.47 4 1 [Tl 2 3 5 6
s V] ] 0] S]]
1 I IRE
Q=076 1 2 3 4 5 ¢
[ IERERI
2 ] 14 s
25.48 3 ) ; O
. o BE RERERER 2 3 s
s T s 20 s e[
. (-] I 1
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La ventaja de este esquema viene dada por cuanto los a-cortes propor-
cionan subrelaciones miximas disjuntas (clases de equivalencia), Su in-
conveniente reside en que toda la sensibilidad del andlisis por semejanza
queda muy mermado, la clasificacidon pierde sus matices, La transitividad
hace que desaparezcan importantes propiedades,

LA TESIS DE PHUOC TRAN QUI
SOBRE REGIONALIZACION ECONOMICA

La tesis de P, TRAN QUI (1), que vamos a presentar mediante una
breve sintesis utiliza, para estudiar un espacio econdmico (en su caso el
francés) con una divisibn mas o menos arbitraria en regiones, los concep-
tos de subconjunto borroso, distancia de Hamming, relacién de semejan-
za y subrelacion médxima de similitud por a~cortes, todo lo cual ha sido
descrito en la primera parte de este capftulo,

Las informaciones introducidas en este importante trabajo son infor-
maciones objetivas obtenidas a partir del sistema S.ILR.F. (Statistiques et

(1) Este tema se ha inspirado en el método empleado por PHUOC TRAN QUl en su
tesis: Réglonalisation de I'économie et taxonomie floue, Application au cas de
la France, Facultad de Ciencias Econémicas y de Gestién, Universidad de Dijon,
1977,
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Indicateurs des Regions Frangaises) utilizado por el “Institut National de
la Statistique et des Etudes Economiques” (I.N.S.E.E.) de Francia. Se
trata de un sisterma de gestion de series cronoldgicas (datos anuales) regis-
trados a diversos niveles geogrdficos de este pafs(Departamento, Region,
Zonas de estudio y de revitalizacion del territorio, Academia).

En esta tesis se ha establecido una separacidn en 21 regiones. La prdc-
tica totalidad de las informaciones proceden del S.I.R.F. y se han consi-
derado 107 descriptores reagrupados en 6 apartados.

— Aparato productivo: 76 descriptores,

— Movimiento de la poblacion, urbanizacién: 8 descriptores.
— Equipamiento familiar: 12 descriptores,

— Equipos sanitarios: 6 descriptores.

— Créditos a la industria y al comercio: 3 descriptores.

— Valor de las importaciones y exportaciones: 2 descriptores.

Parece interesante proporcionar la lista detallada de estos 107 descrip-
tores tal como fueron definidos en el momento de la toma de datos.

a) Aparato productivo

Valor afiadido. — 1) agricultura, 2) industria de la madera, 3) industria
del vestido, 4) industria textil, 5) industria quimica y del caucho, 6)
industria del automovil, 7) construccidn eléctrica y electronica, 8)
industria mecdnica, 9) primera transformacion y tratamiento de meta-
les, 10) extraccion de minerales y metalurgia de metales no ferrosos,
11) extraccidon de minerales y siderurgia, 12) industria del vidrio, 13)
extraccion y fabricacion de materiales de la construccidn y cerdmica.

Importe de las inversiones en la industria, — 14) extraccién y minera-
les, 15) industria mecdnica y eléctrica, 16) bienes de equipo industriales,
17) construccién de automoviles, 18) construccion eléctrica y electro-
nica, 19) materiales de construccién y vidrio, 20) productos quimicos
y del caucho, 21) textil y vestido,

Establecimientos, — 22) de 100 asalariados o mds, 23) de 1.000 asala-
riados y mds, 24) niimero de domicilios sociales en las empresas mds
importantes por su facturacion.

Nimero de asalariados en la industria. — 25) extracciéon de minerales
y metalurgia, 26) industria mecdnica y electrénica, 27) bienes de equipo
industriales, 28) construccidn de automoéviles, 29) construccion eléc-
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trica y electronica, 30) materiales de la construccion y vidrio, 31) pro-
ductos quimicos y del caucho, 32) textiles y del vestido.

Efectivos asalariados en 1.° ‘de Enero. — 33) transportes y servicios,
34) vivienda y obras pablicas, 35) industria (excluida vivienda y obras
plblicas), 36) bienes de consumo, 37) bienes intermedios, 38) bienes
de equipo, 39) agricultura,

Efectivos asalariados en 1.° de enero. Total general. — 40) mujeres,
41) hombres,

Efectivos asalariados por sector de establecimiento, — 42) industrias
agr{colas y de la alimentacion, 43) agricultura, 44) industria del car-
bén, 45) produccidn y distribucién de electricidad, gas y agua, 46)
refinerfa y distribucién de petrdleo, 47) extraccion y fabricacién de
materiales de la construccion y cerdmica, 48) industria del vidrio, 49)
extraccion de minerales de hierro y siderurgia, 50) extraccién de mine-
rales y metalurgia de materiales no ferrosos, 51) transformacion y
elaboracién de metales, 52) industria mecanica, 53) construcciones
eléctricas y electronicas, 54) industria de la electronica, 55) construc-
ci6bn naval y aerondutica, 56) industria quimica y del caucho, 57)
industria textil, 58) industria del vestido, 59) sociedades inmobiliarias,
60) otros servicios, 61) conjunto de comercios, 62) banca, seguros ¢
instituciones financieras, 63) administraciones, 64) servicio doméstico,
65) industria del cuero, 66) industria de la madera, 67) industria pape-
lera, 68) industrias poligrificas, prensa y editoriales, 69) transforma-
cién de materiales plasticos e industrias diversas, 70) vivienda y obras
publicas, 71) transportes, 72) servicio de telecomunicaciones.

Valor en unidades monetarias del salario anual, — 73) obreros especia-
lizados asalariados a tiempo completo,

Consumo de energfa, — 74) peso en miles de toneladas de equivalencia
carbdn de la energfa industrial consumida, 75) consumo de coke en
miles de toneladas, 76) consumo de fuel-oil en miles de toneladas.

b) Movimiento de la poblacién, urbanizacién

Migraciones interiores, — 77) poblacién que ha cambiado de regién
desde el dltimo censo, 78) poblacién activa que ha cambiado de pobla-
cién, 79) variacién total de la poblacién municipal, 80) poblacién to-
tal que ha integrado el pais desde el Gltimo censo, 81) poblacién total
que ha cambiado de provincia en la misma region desde el Gltimo cen-
so, 82) poblacién que ha cambiado de regidn desde el Gltimo censo.
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Poblacién urbana, — 83) poblacién total de las comunidades urbanas
(unidades urbanas),

Poblacién rural, — 84) poblacion total de las comunidades rurales.

¢) Equipamiento familiar

Datos econOmicos de las familias. — 85) ahorro bruto, 86) consumo,
87) prestaciones sociales, 88) salarios netos, 89) rentas de las empresas
individuales, 90) conjunto de los ingresos y empleos.

Nimero de familias equipadas por 100 familias. — 91) automoévil
(diciembre), 92) refrigerador (diciembre), 93) lavadora (diciembre),
94)-televisor, 95) teléfono (diciembre), 96) lavavajillas (diciembre),

d) Equipos sanitarios
Hospitales pablicos. — 97) nimero de camas explotables,
Clrnicas privadas, — 98) nimero de camas explotables,

Cuerpo médico y paramédico. — 99) nimero de médicos a principios
de afio, 100) niimero de farmacéuticos a principios de afio, 101) nd-
mero de cirujanos-dentistas, 102) nimero de asistentes sociales y- au-
xiliares a principios de afio.

e) Crédito a la industria y al comercio

Crédito hotelero, comercial e industrial, en miles de u.m. de présta-
mos. — 103) otorgados al comercio, 104) otorgados a la industria,
105) otorgados a los que prestan servicios y transportistas,

f) Valor de las importaciones y exportaciones

106) valor de las exportaciones en millones de unidades monetarias,
107) valor de las importaciones en millones de unidades monetarias.

Resulta evidente que la adaptacion de este esquema a otros pafses
comportarfa, en muchos casos, la consideracién de descriptores distintos
e incluso a otra agrupacién diferente.

A partir de los datos suministrados por el sistema S.I.R.F., el autor es-
tablece:

1) Un cuadro con los datos brutos para cada region,
2) El cuadro ha sido normalizado (es decir que todos los datos brutos de
un mismo descriptor han sido convertidos en nimeros que pertenez-
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can a [0,1] dividiendo cada dato bruto por el valor mayor de los datos
brutos del mismo descriptor), cuadro de 21 x 107,

3) Se ha tomado la distancia de Hamming normalizada entre todo par de
region,

4) Se ha presentado la relacion de desemejanza 21 x 21,

5) Se ha establecido la lista de los a-cortes.

6) Han sido calculadas las subrelaciones maximas de similitud para todos
los a-cortes con el algoritmo de Pichat,

Para poner de manifiesto el aspecto que toman los resultados, se pue-
de senalar que para el corte & = 0.05407 (es decir a < 0,05407) de la
relacion de desemejanza, se puede estimar que las regiones agrupadas se
asemejan mucho, Para subrelaciones mdximas con un solo elemento se
han obtenido 11 regiones, con dos elementos 5 grupos de regiones y con
tres elementos 2 grupos de regiones,

Sobre los 1/2(21 x 21 — 21) = 210 a-cortes que se deben analizar, el
autor de la tesis solo considera algunos que resultan interesantes por los
cambios que aportan en las subrelaciones maximas de similitud.

TIPOLOGIA PARA LAS REGIONES PROPUESTA POR TRAN QUI

Vamos a sintetizar (1) las diversas observaciones de TRAN QUI quien
llama “‘regi6n taxondmica™ a una subrelacidn méaxima obtenida a un de-
terminado nivel a,

El estudio de las relaciones de desimilitud colocadas por orden cre-
ciente de o pone de manifiesto que los agregados (subrelaciones maxi-
mas de similitud) de las regiones (las 21 regiones) varfan muy poco,

Esta estabilidad de las regiones taxon6micas en relacion a los redu-
cidos valores dei umbral de distancia d es una caracterfstica general de
los resultados numéricos obtenidos. Se pueden extraer dos conclusio-
nes: 1) por una parte sugiere que el método utilizado es poco sensible
a las distancias d. Es un resultado muy satisfactorio en la medida en que
las estadfisticas de que se dispone no son demasiado buenas (se tendria
un coste desproporcionado para conseguirlas suficientemente afinadas).
Una desviacion en un sentido o en otro de los datos brutos en relacién
a la realidad no habrfa modificado de manera significativa los resultados
cuando esta desviacion repercute sobre los valores de las distancias d.

(1) La necesaria adaptacién a un texto como el nuestro ha exigido una fuerte con-
densacién, Para un estudio detallado se puede recurrir a la tesis de P, TRAN QUI.
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Al mismo tiempo se puede aventurar que la eleccion de una distancia
distinta a la de Hamming no aportarfa muchas modificaciones sobre la
tipologfa de las regiones taxonomicas que se desea construir, 2) por otra
parte, como consecuencia de esta estabilidad, la interpretacién de los resul-
dos numéricos puede dejar de ser relevante para alguno de los valores
a, De esta manera el autor de la tesis que comentamos s6lo ha conside-
rado una décima parte de las relaciones &, obtenidas por el ordenador:
el primer resultado, el décimo, el vigésimo, etc. Habida cuenta de las
anteriores observaciones, este procedimiento de explotacién de los
resultados numéricos s6lo hace que se pierda una fnfima parte de la
informacién,

La tipologfa que propone P, TRAN QUI para las regiones se basa en
las subrelaciones miximas que corresponden a cada a-corte considerado.
Para o = 1 todas las subrelaciones maximas son disjuntas. Inversamente,
para el valor méds pequefio de a de la relacién de desemejanza & las re-
giones se reagrupan en una sola regién taxondémica, De esta manera se ha
adoptado la siguiente regla: las agregaciones de regiones o “‘regiones taxo-
noémicas’’ constituidas a partir de las subrelaciones maximas son tanto
més homogéneas en cuanto el valor de a es mds pequefio. Inversamente,
resultan tanto menos homogéneas en cuanto el valor de a es mds elevado.
El valor de a mide el grado de homogeneidad de las regiones taxonomi-
cas. El método de clasificacién elaborado permite disponer, no solamente
una division del territorio de un pafs, sino de varias, tantas divisiones co-
mo relaciones &,

Al disponer de esta regla de interpretacidn, se pueden sugerir cuatro ti-
pos de regiones entre las cuales las mas originales parecen ser las *‘regio-
nes borrosas”, es decir, regiones administrativas que pueden pertenecer
indiferentemente a varias regiones taxondmicas para un nivel bajo de o.
Seguin parece es la primera vez que se ponen de manifiesto este tipo de
regiones ya que los estudios relativos a la tipologfa de las regiones (o uni-
dades espaciales elementales) se han basado hasta ahora en técnicas de
clasificacion que eliminan, por construccion, el aspecto impreciso de las
realidades regionales.

Si el anilisis de los resultados permite poner de manifiesto aquellas re-
giones que tienen caracterfsticas especificas, también conduce a la cons-
truccion de un sistema regional. Se puede utilizar este sistema, bien para
delimitar el marco espacial de las encuestas estadfsticas (la utilizacion de
grandes regiones presenta la ventaja de evitar retrasos y un coste excesiva-
mente elevado para diversos estudios), bien para la elaboracion de mode-
los que describan relaciones de interaccion entre el nivel regional y el ni-
vel nacional, o, mejor todavra, para elaborar modelos que intentan expre-
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sar el mecanismo de evolucidn regional, que se reduce, de hecho, al de la
diferenciacion regional.

Vamos a detenernos aqui, en el breve resumen del apasionante trabajo
de TRAN QUI, el cual, referido como se ha sefialado a Francia, va mas
lejos al ligar su investigacién con los diversos planes elaborados en este
parfs sobre el importante problema de Ja regionalizacion,

Lo que hemos pretendido con Ja cita y descripcion de este trabajo es
que los métodos utilizados a partir de la teorfa de los subconjuntos bo-
rrosos son, no solamente muy interesantes desde un punto de vista tedri-
co, sino todavia mas a efectos de su utilizacion practica. El concepto de
subrelacion maxima de similitud en las relaciones borrosas de semejanza
constituye una novedad que surge de esta teorfa. Este concepto es funda-
mental, generaliza el concepto matemadtico de clase, estd mucho mads cer-
cano de todas las formas de lo real y no prescinde de las complicaciones
naturales en un deseo exagerado de simplificacion,

El problema de la regionalizacion es también el de la organizacion y de
la diversificacion de las empresas. La comprension de las partes para com-
prender mejor el todo constituye la forma humanista del espiritu carte-
siano, Deseamos que los analistas de la investigacion operativa no hagan
lo mismo que los especialistas en informdtica (no todos afortunadamen-
te) quienes simplifican demasiado con objeto de obtener un formalismo
aparentemente mas claro. La complicacion engendra la libertad, la vida
nace de la complicacion y para que una organizacion se encuentre viva,
desde lo bioldgico hasta lo socioecondmico, es necesario respetar la com-
plicacion. Comprender lo complicado ha constituido siempre la voluntad
de los hombres hacia el conocimiento.



Consideraciones finales

Los rdpidos cambios que se producen en la actividad econédmica como
consecuencia de las constantes innovaciones tecnologicas y la incidencia
que la accién de las medidas de politica econémica, financiera y fiscal de
los gobiernos ejerce sobre el marco en que se desenvuelve la vida de las
empresas, hacen que éstas deban moverse, en estos momentos, en un am-
biente en que la incertidumbre del futuro constituye un elemento pri-
mordial que impide una gestion apoyada en las técnicas habitualmente
adaptadas para resolver los problemas que se plantean, dia tras otro, en el
desarrollo de la actividad productiva.

En un pasado mis o menos inmediato resultaba posible hacer estima-
ciones sobre magnitudes futuras tomando como referencia los datos de
que se disponfa, al admitir que el contexto en que se desenvolvian las em-
presas no iba a variar sustancialmente. Asi, los estudios econdémicos de las
empresas se elaboran con ayuda de unos esquemas basados unas veces en
la certeza y otras en términos de probabilidad. Creer hoy que esto conti-
nla siendo posible serfa, en gran cantidad de casos, engafiarnos a noso-
tros mismos.

Y sin embargo, gracias a los enormes avances producidos en los orde-
nadores, cada vez somos capaces de recoger una mayor cantidad de datos
y proceder con ellos a una variada gama de operaciones con una rapidez
tan grande que el tiempo de realizacidn pricticamente no cuenta, Cono-
cer el pasado, controlar la gesti6n realizada... son objetivos ya alcanzados
gracias al tratamiento de la informacion. Pero no termina aquf la labor de
una buena gestidn, si los conocimientos adquiridos no pueden servir para
tomar decisiones, Entonces, ;qué hacer con estos datos historicos si no se
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dispone de esquemas que permitan trasladarlos hacia el futuro con ciertas
garantfas de aplicabilidad?

También es cierto, afortunadamente, que siguen siendo vilidos, en
gran cantidad de circunstancias, los esquemas que tradicionalmente
suministran los estudios econémicos con base en la certeza y la probabi-
lidad. Y existe un principio que resulta conveniente destacar: cuando sea
posible cuantificar hay que hacerlo, s6lo cuando nos vemos imposibilita-
dos de ello se debe recurrir al tratamiento de los problemas en el dmbito
de la incertidumbre,

Hasta no hace mucho, las posibilidades que ofrecia este campo de
estudio eran limitadas (técnicas basadas en la teoria de errores, en los
intervalos de confianza...). Pero con el desarrollo de la teoria de los sub-
conjuntos borrosos, s¢ ha abierto una amplia perspectiva a la utilizacion
de nuevos esquemas para la gestion, como estd sucediendo en otras varias
ramas del saber (medicina, semdntica, sociologfa...) sobre todo en aque-
llas en que el hombre se relaciona con sus semejantes, dado que refleja de
manera muy fidedigna el comportamiento del cerebro humano,

En efecto, para las relaciones hombre-méquina, y el caso més represen-
tativo es la del hombre con el ordenador, las instrucciones deben ser pre-
cisas e inequivocas, deben tener una y s6lo una lectura. Las cosas son
buenas o malas, positivas o negativas, de ahi la gran utilidad del algebra
booleana, gracias a la cual s¢ ha producido la revolucion informatica que
nos ha entusiasmado, nos entusiasma y nos continuara entusiasmando
adn durante mucho tiempo,

Pero esta maravillosa mdquina paralela que es el cerebro humano no
se limita al sf o no, sino que es capaz de concebir toda una gama de situa-
ciones intermedias. La rigidez de la mecanica se convierte en sutileza
cuando se trata del razonamiento de los hombres, Y esto es susceptible
de ser formalizado a través de técnicas basadas en el dlgebra borrosa, cuya
utilizacién para el tratamiento de la incertidumbre en la gestioén presenta-
mos en esta obra,

Para ello se ha dividido el trabajo en tres partes. La primera retine los
elementos telricos bdsicos que serdn aplicados posteriormente para la
elaboracién de las técnicas y para la resolucion de problemas de gestion,
En ella se pone de manifiesto la insuficiencia de los esquemas timida-
mente utilizados hasta ahora, como la teorfa de errores y ios intervalos
de confianza. Queda también de manifiesto que ambas teorias constitu-
yen casos particulares de la teorfa de los subconjuntos borrosos que de
esta manera se presenta con una mayor generalizacién que las mismas.

La segunda, que es la parte central de este trabajo, esta formada por
un grupo de esquemas que son susceptibles de ser utilizados para la solu-
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cidén de diversos problemas que se pueden plantear en el ambito de la
gestion, En determinados casos se trata de técnicas clasicas que han sido
transformadas convenientemente para que resultaran aptas para el trata-
miento de la incertidumbre, en otros constituyen una nueva incorpora-
cidén a este campo, desde otras parcelas del conocimiento. Finalmente se
han incluido nuevos esquemas que creemos pueden ser Gtiles en una
situacidn, como la actual, regida por una rdpida mutacién de los feno-
menos que en ella se producen y por la incertidumbre que plantean la
estimacion de las situaciones futuras.

La tercera comprende algunas aplicaciones para la solucién de pro-
blemas concretos en dmbitos tan diversos como son la inversion o reno-
vacion de equipos y la gestion de personal, por ejemplo. La obligada
limitacion de esta obra nos ha aconsejado reducir este grupo de temas
que, por otra parte, son el objeto especifico de un trabajo publicado en
1986 (1).

El objetivo perseguido ha consistido en poner de manifiesto, a través
de ejemplos de aplicacion, las posibilidades de tratamiento de los proble-
mas de gestiéon en ambiente incierto. Es evidente que 16 caprtulos no son
muchos en relacién a la existencia de miles de modelos matematicos apli-
cados a la economfa en general y a la investigacion operativa y gestion de
empresas en particular, Pero en realidad, si fuera necesario, la extension
al dmbito borroso se puede realizarse para todos los modelos, cuando no
es posible aceptar ni la certeza ni la aleatoriedad. Nos hemos limitado
a presentar una muestra a partir de la cual se pueden elaborar otros
muchos modelos. Se habrd podido observar que la extension al ambito
borroso no resulta excesivamente complicado aunque exija ciertas
precauciones, como en cualquier otro tipo de exiension.

Ha sido una preocupacion constante la incorporacion de ejemplos a lo
largo del texto, intentando, a la vez, no abusar del formalismo matemati-
co, para responder asi’ a la demanda de ejecutivos, ingenieros y economis-
tas, conscientes de que actuando de esta manera dejariamos insatisfechos
a algunos matematicos puros que no son muy partidarios de estos plan-
teamientos, Sin embarga, estamos convencidos de que la mejor mancra
de transmitir un mensaje y hacerlo comprensible es a través de un
ejemplo.

La obra presentada ha servido de pauta, antes de ser elaborada en su
totalidad, a numerosos seminarios que los autores han impartido unas

(1) KAUFMANN A. y GIL ALUJA J.: Introduccién de la teoria de los subconjun-
tos borrosos a la gestién de las empresas, Ed. Milladoiro, Santiago de Compos-
tela, 1986,




464 GESTION PARA EL TRATAMIENTO DE LA INCERTIDUMBRE

veces de manera individual otras conjuntamente, lo que ha servido para
comprobar el aspecto didictico de los modelos, De esta manera, nos sen-
timos mds convencidos de que el texto responde a la necesidad de poner
al dfa a los lectores en estas técnicas de gestion, El tiempo que los ejecu-
tivos consagran para poner al dfa sus conocimientos es desgraciadamente
insuficiente en una época en que éstos aumentan con crecimiento expo-
nencial. Es por ello que toda didictica debe ser ripida, lo que no debe
impedir para que mds adelante se tomen todo el tiempo necesario para
reflexionar y crear por sf mismos.

Porque, en definitiva, la finalidad es la creacién por uno mismo. A
partir de las informaciones recibidas, crear sus propios modelos, utilizar
esta “caja de oro” que es nuestra imaginaciéon. Y esta alternancia apren-
der-imaginar resulta tan agradable...



